


Fr &eeﬁi" LS /m; ormoms o pooms A Mo 982
| A, 4 37 4 y
fete., 45 45 - o
NS g %
ot 35 55 35 S e N
@”Z/“ 7 Kz vy vy
Jistoe | oy | oz > L
ﬂjW( 24 27 27,5 2y
ot 32 32 3 ot
"!/?4"{/ 3y 3¢ 2F 35 | 59
’(W gt Y 26 35 58
Ay 5/ 9 Bis 36 bV 57
| /Lﬂ//a,.-/ a8 | sy 2 34
B el 22 0 7w
o s

—— ...‘_




FUDO
N KONYVIARA

2,/ %(/L\J\J ‘ Cw C#Lﬂt MAGYAR ;
MANYOS AXADSA |







9) Mu\—.‘c& W.‘r_e&, (7’ t%fé &.)
:/ 2 Bt T {,/4@;
."j = b/ /i 5 . .
77/ b AL 0 | T =
/ g 3= fﬂ}f
fé’—l— £, 67 ¢ e
=Y /2 £ = 51/ 7‘; = 4 ov7
&7 '
A
7 it

g ! PM/%LZ 4 et (‘/ Ay Ce




—t

~ A Lo g
/)/] (g ret el ¢ e C/ 0’{*/ C?

Jﬁgzé*x»&“?f/ L;;Kf>-¢~~,:2{;’
—_— -
./ (C/ é/h &f-( e rf.'f‘-/f’ ¢ o) - f'/u//(/ C,/J

M
/’-'\
X A Ly g
Ju s =26 J

L P - L
“{ﬁ = 0,077 a = 3, j yo 71_ &, vy
7 * / = -

Ay
_,;7 = 6?/ Q&

7

_4) _
% 4’7 5 «/,i/ & _/(;‘;Lfi///" /1/\.,~ '\_/&/{M?"/ / ﬂ r; J’T_,,
L : / /‘; 7 e
/ v

)

L g g
‘.'r o LBt il 7 A { ,
oy g 22 SgllTB o 4,

R
S /5

27 — Y

//7/) it 5{%- - ch’?g’/j

Ve =/ 0% 4 =8 ¥t

£= 7 t. |
7 y2$ 5=yl 45 24457

L L Al
fi“ = 0, orV7 4 = LTy ;}, N ak
At

A g0y

T O A -0 %

4 = A et MAGYAR
A W/ Y4 / TUDOMANYOS AKADEMIA
/ KONYVIARA




% /] % Lac el ol (:{ v//y K///) /z
%’4 =/2 4
5208 7

A0 g

'f

P
j

oZaE

e = p 6*7/"1/

247 '
e
—- 7
2L

=27y
I=ye7

‘{,L

2

;2/\

! e
e i 7 = / 3
. 2 2L L/;N /2 2.

SN
[l

J / ;
/;’t,‘f -’,'J‘:' i"f"‘.’ [f.f ;'»u"j‘

Am
' ﬁ/jf“é e

4
J

2% 5/

MAGYAK

7

? Yn

V7

4 \E
%___ . ﬂ/fj'_{'},?y

L __/ P

>

. e
=/ & g WY L+ 0,000 20f ' F Goyo o7t 022 1

l
= @A OF

L

TUDOMANYOS AKADEMIS
KONYVTARA

J= 342 L
{ — = QUIY
/%.” L
ok
e A RO o
L) /E;-':/
=g ///L = g«é
| VY
}
| ol
: 079§
{a. ot &
}
E
|
|




¥ P SEEEPR R

i :’f 2

e - "’)’ v 5
. Y,

P A

Pkt
T
:;;%/ = gl
; Aty Ee C ”,’jfhp%/%t




/Z / V@L_ (ﬂ&%wp _ (’C ol A

7

l N ]
~ QO

\.:‘%
{ =

X
=
~

>
J-

v d =
A 4

(18
\é
8
A
Y

efa ? e g A
7/ ) ‘.;‘:\/ &:f;,/;’ _7, : Ad '/ — = 5/ & g,:? 3
7 S K"'.f ¥
= 27
Ly =

7 D) ClpvIr—~ Cye
T A - : y
ﬁ/,; //, 2-— 4 ) /

237 /a:m g = 4%6
fo =88 5 b G L
p— } 3 (,

.. -
/ 3&7 = ”/)/z‘f‘“/%" € ——2,/5-»3 =0,00f2




7% /7)”’0744'03.14‘{%{/4' 51 %\ . ST

/ % =/t {3
/t ?/ ¢ N R — O/ J’Z{’J

el

”/" St = T
Aa"_ g2 AT =g o
7 Vel

L

=42 Tt 3o
/ 9%92
T S s =
374,07 4 3 =&
i 6, 07219 a
—— = 07 4 2 ,
AA Sl /fr. 0, 0020
- @ ¢
4 6?/ & {/ mo;mmzzﬁmum
‘ KONYVTARA

.

T3 [~ ,u_-/' |
P L C )
/

S ——




e

ALY AR
LUDOMANYOS AKADEMIA
KONYVTARA







A !

b B o I

/ : A, ? / ~, PAGY AR

o = iy / (UDOMARYDE A% ADRMLA
k KONYVIARA =

oty #

YL Fiec
' ,7;"'{. (o e T _//",‘ s/
( 1,/-'/ e ¥4 ""(',‘-—”f

A L 5




: «//ééé/ e 7/% ey 4 A

p Aot dtais’ /LSS
aj = % 134 Ll u 44
Gl Lot 2hon” -2z
Zif' <T x? r §? # ZVZZEQQzQL;ig;

,: '4.” / ;/“ 3 4’ Crrs -.{'a’ e
’é,: o f; FLZ | [ atn de 257 )
’ /
S
7 , X 43
Ct Ovppzr Ao, — 7 Gl L
ey /942 ° C |1 \ A~ Stz

eetx 2l

A s SAES LGS
/ / /+~0'sz41{!0 *‘0'5%17;3/&7%0

Yy = 139 Ay,a: A
7 S ;
=2 G333 Jf/é: 46{"f
/ P
Y S N e N )
7= il 2 4%

y MASYAR
L4
/d = ,é 14 / IUDOMANYOS AKADEMIe

KONYYTARA




| W./o”"/ /D] A= Loy

}’2 //_',Z/' i:ﬂ'j‘/@ f

N A PP W e R s L N
/ # 7 tog 72 Lﬂlgh &'WVA)/

Pz S FEY

..0/726,:/'3.{4 J/;‘ -Z20g
ZW’:ﬂ'ﬁZ/ A/Z - '2”/
2 W VAN o

= ZpEi, o
e
- 208/
< = 9414 &= 4 r4%




e

)f/;

"?é

;;y

2286

MASYAR
TUDOMANYOS AKADEMIA
KONYVTARK 2 |

iZ :
e 279,
& AT ) =
.‘?f/ 4 )
vy e
¥ L “y

J}P 5 d







MAGTAR .
pupomhNt S AEADEM
KORYVTARA

2)
FoT
20Y

<

2T
0%
241"
204

FE

.
L
o e e



T, e
oV SEL rRAD A TP
z pe "160 i) HTOR

/jﬂ/‘zﬂwf-’(ﬂfmﬁ« 4/4/7;7f/fh /;‘%A“y:
é. 4

iy ;
/(73—) AN /25‘) /4:1/('

102y 34 /z{/ ) /54

238
0 e L
o8 410158
m = \
/Zj)/w 204724

r __%VZTM-@;:. - rtf/L/f_

75 7 )44
# 4z 44

’ ;/':’%W&W’C il o

//Z; )/4-7 9y )/J/

174
2 T AR ; :
. T
’WM erve g nagym /%i'%fw /g,;(g,.ff,, :
T /

2ay?

2297
".. 47’;1/& [/7.Z7W W :

\ f/j /f}? 5 "ﬁg ,{277771@7 AL P ‘?{f Al
//,4‘)‘}0-;- /4’7“ }aer K /Jb 7/15"5,_
/23 )25'5'; ) 49 ) 370 \ /10 )/ 00 2S5

T : //9 ijl%/’///w. At g/ﬁﬂ]/?;/—wﬂ 2
Z & 0 .
020 20t 2] TR K e
)26 g2 77 ‘" S
e MY A
‘ e, g8 18E ﬁé— "Z’V}é‘a:; ) //’;);7*# S2.0
5‘ v g // o / /2/5—
—J /6‘0) gﬁ 30 \‘}:{\)%fﬂ?*} 40 W f

/%W’\;\'/ﬂt\\é{“ /zrfft/kﬂ :

N
x\ 7}1)% 12 /7;2)4147
g 413 o §IHEF 1 Cs

/. 55 AT3 g}
;ZZ‘;:)%(/—}? /33)41_5:,”/‘%

i/ A :
220/12 /@)//zz =

o j g /:’77‘0%{4‘ X
///é’_)/f‘j. Z?ZZ)/ y
e 0 2 MAGYAR | 230} /5//
/b/ 167 //z YAy g o R4
, | 57
/3 248 9 9
5y 1 hs .J:?g)/// | /35015 4
el NG i o
TE en Mo 1200 "ft’% i N
35 ", oy
TSR VLN AR S vy
;ﬂ#"« 5_/6/7474”?;/ 144 198 /i;;)/,}/ \y 7/]/.]/

. 43
382 ) ‘/f)/{ ?




FTUDOMANYOS AKADEMIA

N KONYVIARA

LT e e e e

-
A 57
Al A ) 3o

7 T AN A e AT h
| P P Pt /
1 % ’ e



4 V"J:-p # Wf &g S-T th\:} Ui .
(‘/é/:_,/a l g R g 7 *-/(/ / M"’V { el Ct’/ (ﬂﬁﬁ o
4

% t ( (
Be S protoipidon o Ay frod e byt
| b= to ot /Zat(tf;{ma.. am ity
e 6’;;7_,&(,4,‘ W\%S\M A
S iy ki G A Gy Bsor g |

W}&J’L P A, hn :}’"\“}

L G B s 7 = Z:F /7/)’7(_"
foyer : y
vy
[Ty (3027
Jpa s , ' LA,
W(f)wﬁ“ ‘2/11’)/-3)-:25",& e <




Jben b=ty b
W‘Hb‘_— [\ “
Y2 5’? | g8

FENE g, DISLS

/me -+ 47%%)4/{ m%‘-‘“#' 7"*“\ 25‘3 ,)5\.33
e e il oo ¥

AMuna e R

Jastet A el bl T ucfy:, Pt e
. Ao fetonte . :

(t/l7w— A e s e

ga,s—)ssz & -f;) 242

QM/?/WGMW J//l/\)\uu&/{ Wlwmﬁ?'
A | A’z,v%ﬁf/wwvw/é 'bjutvv i g 23313) 71~M~

4 e o Gaatrdamne Mvﬂ/sz/‘/ 1 Wﬂ/ﬁt—a 07 MHWN““L('

‘«},;ff /1( tﬁv//* o {,5 M,/C:r b PR ‘
f/ "Y""tﬁ ST o i q =2 b= 7 %_7»_? ;

4 £

j'c;) 2443 [ ' ZJ’ )y J&Y |

a-/-ls W&W\ f»ﬂ Z/é\/ﬂ?ﬂ Bl (.}- } ,w/nm awm u,,[ 4 M_\ ;

- : * . nguc, 2
MM”"} 244, ); lél S

g me‘“wwm i “w@w«u% PR )
73304 = o W%‘“" "5"?‘“"“"“’ f“"““‘”‘ /4
A ﬁvf” : ) "“"“"""7" ) s 14 s

WM Z_rgf"}* i ""7‘;‘ e )')UIS—__ 1% ;-)'m";]




W—W ) 47/'”‘ za;,s‘)}';?,

GYAR
mo}iﬁn‘l‘i’(}s AKADEMIA
T KONYVIARA




s

T
X ol T wa
T = —6& Le ;ff/«m-—: 4}7 G
ﬂ ¢ K| G
: - 6/
78 ) 393 ") 48
s ? a
)
= Z( _; & = oo
e, / g/t— . A""""HW}
g7
24 ) 263 g, 80
i Gﬂ/ e
/
| i°f I
SRR T :
) 4
j /[ e,q,.o” m:&:‘;‘ . \1‘7[9({_ Zpu/é/{ }lv»q_,) ’MWMA-
| Mon 50,8
Ao T
wb&i@# !
; j) 53 RELE gy
. 8l s e : p
5 —— Ay o, 20,
REELE M%,A,u el VoL Lopete !
A verred ¢9, bo
| 102 8p
| 72,70
EaT \-\
ga‘?/oﬁ‘ Wiqug[duc '
4( AL e
H 98 Y390
1 - 7
L B
C8 OK/‘T”MM }ZQ/C‘AZ&L A /Z' < mnmﬂ:u: //y Po-e(
. ro

SERE N

| TS



ru—e&ym o ('ATAMW /&'/4;'\{0/[ Vw~w

e T e e e —

5 ' R o ¢ -‘ f : #
4o ‘7‘5‘/( . a egella & fow oo /b%ﬁﬁ/m/fﬁf& /;77%// LeleLoe y

PRI Al SN o
0% 2# ot /V, W/‘%‘?WJ e/C;/é L*A—do/?/f?p
%7 bl ohwg an fv--ﬁ, \,A/L gl By ARSI v-c/u,&%’ el {LJL.Lﬁmgl(a“‘
:;L’ e el e Gl Zw,wjuq oele - ool a M.ﬁ.dwi-/ﬂaﬁft;

doo perslet "'%”%-*0&:7 & & Gy f«c«a.,f be ipy

ol Hrn. ‘4} edrnn Mtk‘fqmwfg MM» vt -
a"é’w /,.e_, %Lé&: Zéfé ’ -’i\{{/?,?, ? . |
& (A
73 ol
o) 391 s gann
e o B i

€= g T gy sl —
r 4 ; . /
OZL s ﬁ’vw (:(L«j /4’ Wﬁ/ fora / WW*V‘M@,[L{ sllo, 159, h

WM'_M_ //}tffgfaj\;y;gé‘r
£

v ing Ba A 0
WA )35 8 MJ o 3%
i el o i 2 5
u;__,f______ ﬁﬁﬁﬁﬁ vty s mef iz,}gw 4wt iy b(%.‘/ég TL g
F pia ?MA_?:L;—"T:_‘ZT() A = 1
oo Pt atanie dtttowot i R ripn
' § /5% o
%j:f—*“/"“{“&”!‘ M? e Cony /06’, o
5 L r e $°2, U wm_
2 % s
J,Z)Jré 320396 0




E STy, PR RAA
1907 9¢)
T’/}—;‘__{g 7—54. ' £~ v p()\'f._ﬂ.i ‘—'{L’?ﬂ,l’/v"\‘ _
b = |
'/f’r ;-D Y 3 \
(a,cqf X7 ) 399 J ) j? .
oA S LT Y e |
4{,*..,‘{‘ A Lt 4 Elg T=ry e /I Iks 17X fxl,,\i/;,uémn |

a7 r A\ ! Y
. v y 7 )
. 3 :; P %/ —_ 0 a_ VJ\—"’/—? Q‘sf“‘t/\—'\‘1 . ’(\) [—V\NM«.-,_. %C{ [Lga?_{/#q“__




f

/I"{,K )+ 33{?

Yy = r27,0
e e

V——’T——,‘/’/jd IS 0"?\’) 54.\,.; P .:V('*M‘_\
T D A= 2o | %3
L / ,
A\W v N\ WLLL.( = : / ; // o )-6‘0 ,(
é’bf//(/(wu K) e A
/3 60 \.m.,aoh ﬂ (.;-,:-;,“
§p ISk 8;’&‘ i
/W :(;E:-s.u PR T 1/ o —— M
4‘ =1 Z ; 4/74/“/‘% ol W
jjf)'”ﬂ’ $1)39 2, P . 4M_
r N £, \ ”Z:: |
/Q,N'\ _)0/,..:—-41\%(\. a_mwﬂf_% Ce MJ)i

W-»V«W %/L\ },z,_

A

P 3572

M

e
f? ) 9.8/
/0 -




—

29,8

\
L |

i

H

1

|

]

§ |

o, e

5
x













F

S

R /0

Tl

g

e

-/

20
e

L0

P ) o

P ST

&

194,

L

263
26%

243
28y

2f3
afg

323

3“(2 J

720,5
1 Yyy

L

/=;, 617 — 00136 #—gorooset™

J z I[ .17 : ;,;; _’_/_-
p| R RS
| |
£ ) ;7,,‘-’?9 ﬁﬁzé/é |
3,/0e0( /z,ég ';f ¥R y/mf'g"'g?m i_,u-.f" Wg
, 75047 | ;,6/; f&z&&’j ~24,6y- 4% 31
Prsa FARE SSRGS & S LI
| | ) |
19,1348 | 1, s 7’ 0,047 42~ g |,
12,6729 ;,vf/r ; | |
;’,?zsé':fz_/, ok ‘”/ LY L 1 oS
RN L | |
! | |
G4y NS o R T YT S
| | |
Eo0 Lm0 7 vy 4% 3[-7,;7
SR 5260 bhg 2an
\/an k 3,y2Y 12396400

( (4

WA«LLW/L; 5 ‘%‘/,./%/4\/‘1 j/'% i R u«‘%,,

-WZ . L—'\m_z«:m-_% An;? /mi/o

"’i[ ZM%M'

i

o Ay,



‘ ‘ £ ’/_;[ : f E@.";M s th
72 ey 5 /l 2 ' /{ 3

J | J@/wzw&' 5’/,5;7;._;‘

-
S SR S
e e ) R RS S

" MAGYAR
. TUDCMANYOS AKADEMIA
B z -~ KONYVIARA




fofd i //Z;) //1//”’ /.7/7"/7’10,/)

LD

4

LFaes 247
i
Z/Y ) vag /fa) s / /7
‘/2 Z7 7 %4q \j/ & ” -
e
>l
229 . sk O Fe®
- ) ¥ & ;*)
j //Zf //_'V/ oy
//79
w2
?.,.,) /j //d’

ro ) //?) FXD

//7/ //Jf /] //72 23 R
X¥-v

2
/
;// i 7 P
4 /;‘) 255 s
FRC
NN
//J',l /fi) f/] 2 ‘
4
olosd a
v d
;f/) L/z/ S / v Yo w2/
s - s 6 !
ry') 7 ///? ;: /3}
j e
et/; A yzj
74 A . ot ¢
4 2 7 2 2
4 NI
o T Y29
7} yzj v 2 vl vr
¥ 22 b
bl 220
7 L8 Br,
L2
722



V8 ARG I

7f/4—-m.

PRGN

i by {

S PUBI—— S—

MAGYAR
IUGOMANYOS AKADEMIA
“~ KONYVIARA =
SN

S



nz v

/{Sjg‘_/%\z,){;

S

e

WW /MW
4;;44,, M?/L/Lsn@.,. /éz,7
B oend R et

r,
' = 35 S -0002=35,][48 |

it aia ¥ Bfim —oohs 712
A A ey = |
'(7‘7 F AP > 5 - 355“

] P :§‘S’./h{}r‘

T ’ 2 - / 9/‘,) 534 1y

i



T T

TS -‘

» vl

T

wn Py

B

PR D
- ol

“ MABYAR "=
TUROMANYOS AKADEMIA
KONYVTARA




MA‘Z Eovo [oo02é
Jﬁ%—/ o
Loy U %

%/yzkﬁ’

d%ﬁkbﬁ

-?/952
Jjﬂs T

wﬁ»

7/.11,-, A

v

T,p,z/rﬁ

v,ogg

N a

mﬂz
( ”9
%"%l’""

- 4;6*32

e

a

AT
~ |




] 5 i
~;m%+§%’—9’-+—’-'3;—'3 ;
A 2 " = (— — SR
IR We T v 63 &
..;szh’,p;g_”r'?“!ﬁi_L : g
i s e ke
3 : s
‘2 9
)
fir/vor

v /’374'5@ 2,00 7%
7 Eun
2



g e ﬁ £ L
e el o aj,n"-; Cainry 2 _/

&

o , V4 i

72t

A ,
B e S /L/I/MN — et 724 p -
A ~

e )»mra_.’f-»a; // oi.wﬂ.——/ﬁw e/\,7 < < /éﬂ—:/a/.

TUDO!




A A 2

;A S =

Lo 57T
R e et S

] ¥

. gt -
Fa (i’cﬁm Oén_/un.. P T T B I | /’}{/(’J ‘/Lv; ’4»(
// A ek A o e T

. s

A A

Cemls — o ML o lwia, S

WAMPLED GRS G WY T

i 74 e Pern o dd

e -

4 ' Av//a/c/ e ; o
K i mu///udmz .
o s | el e ek

«_%;Z 4.,4}"' /)/Zd‘/’{ _/-

q






S,
ki,

P bl 2. S hl /4%%/&%%4/7“7

he A, leat o e
//ZB /v 8 v | 4 !
6 . 284 _?.Q) 2FY e s
9 £o H_/ s C /75*/ -
20 T
i Gz o o O
e e
: c ) i gé 900/ 2 o
Gy 5 s

SRS e L

/ e
-
/(? G 5 i
@/ %))"yf‘ 2. /sz) et
¢ Dt = ﬂ"/ o
/J/ =y / Ke
. T
/ /

A 22/
= ) £79 “// 4
Va7, } 2
i YRR o o
/ / f/ 7 Ll
Oy e &5
/) S il
o P Bl 20 // . ’%/
o W 2 G o 4
° PR /J;) e e s
P e LT 0 gk G



M






J,VW.H&/ /4VVW/ /%/@é{.,w »/\ Sl P A /@7 /7
v i /\A /W//V7M’%{VW-Q /My%@/%

A\L s ﬂ-—z/z//z;?/o %/ A ﬂ:&/v;{aj) au:x,

- /M/ U i

o e, KMMZZT

7/) R i / 97
Jiees = & Sl
% ) izy s RN
5 4 s &5 = A _ /
,_ Jier iyt e o < e E
« /g P Sy / £ y ) 7245
' e S S 7 e
'///; M/ j/g /2
b Z
7 A = s
IS T S A e A
R ) "///
S S R /1D S 7§
/f/ 7 ]
e s 75
£ Y & /’?‘
1= ) oy § =
/f/) . /7.3,/* - s 4
ol R Ao 5o )l s
S é ")//
¢ Lt
Lk = 2 S
gl RS = Ay /70/!“/&
) AL 7 L&
F D
o <R Sor o Sl Ol
o e
¥, SR //2/
72/ ' =
JE g | - sy A v
/ i
B e E e
= Ve
//2 7 fj /{‘) /2L









Sy
797
o G TS
7// Ay
I
7 / Lo
- TN T
A& .
=
7
,_?f'l Jo ;f
g7 e Aoy
L2
7/ 17) 6 7
fre
g7
e
- ‘YZ Vg
/} S =)

SN : |
ot oty e 4

2 2
r yise b B L
2 g / e
il
& o
5 //Y 2)/[/ !_/2
55/) A de.r
O
G ) f‘/) o ey
2 ) :
o o 97, /E 55
//ML@@MM n—:-vu’j;r/mM/
4 4
: Vsl s 7 VY o+
/‘6!") % Z}}’,f\ b
¢ 58 B -
e 7
; . i S

e
- £5 2 ik
i 7 e
o hk A o 5
/ J {‘/7 /7

f Zé‘ ) o /2) /ﬁ,(—

¥ v

C A “ ﬁ'/,’_} L4 5
/7 ] re Zd /// /%f‘
ol o <
/f/lq 17 7 Vi

S (e g Nl

T as Tl its e

/W a

. ~ .
e T SR









= =2 e

YEVIAINDY

YIRavyy sou

Nyioenr

AVAIVI

3

/2




il i 7773 ° 7
475 SY! ;72 ) 773

/a8, .,  mr
160°) £iil s
/195 Ll ovst gl ah
ZI Flgel
s Al SR
/46 el el B

: 2 “.w‘ 4
g ey *vr“’
o 7 : o
v 2 ff} .Jf} i : &
» £ /
e T L
v
2) - ;," 744
& 2
I o o
i £l y} 2y 6
27
/00 222 i ok il
r {) 7T
et s

T é—»— - &ﬁ%% <25 W/,&/ ,Vv,,y«aé—uw»(n

e RN s

/27/;). I, | jt&)//z'/ ‘j// i
R i 2

i e . /7J= ety / A2
)i Ep e

. fiis



7t ’
e AR A
M}f!//r
el

£ £
A2 / /7
If iy
A y

L
/y/’ &
/y/‘ 2=y
zer ki

2 LIy
i

F° ) 530

JJ’) fae
/ ki
¥
/ff; re
27
/é’;‘“] //Z)
k{/r SO
,g ) 57
Z{C AL
;:7,.] AT
T
7’) //2)
/
ézi F’ '/pf/
jéf) I
/yfr)/ ot
/q) 709
¥ o B
) 5%
]é/f—
M} WL
"Z) el
= %
'i){yfw
r)/Mj5
i
?;)//z/
) s )
70,5 07/&
7}“)%/3
IFy 120
%u@
il

Lo /0}”
S %
6, r'). Lo
)
ie ik
Sy AL
S
SpRt e
//‘-f- : yya

et
}’}7, j__/ /ﬁ/
J Y < f/ZJ
32 5
LI
g é}} "
7 Sl
Ze
/5 5538
/5 ) 149



@)) 7‘?)/ﬁ '4;!‘
L ) /ﬁy
95 5o oy 9% 124
) s i iy
6’7},;&7 gy ) /0¥ 235-/}/” §
94 92;717,5' e 1 FO
éD é;/
\) /@/tr'
bZ:) e 5 ey 29
) 38 55 R
ﬁg i 75 59
3
@/ /69 ) £y
61/7) 77 34, /79 ?"")
YL sF g
g o) s24 {fz i Y
v : :
¢ o h/;f;/ i
i 724 e
4 sa
S e
£ 2 )"'3/2 2 4 /;f'
¥ 4// /o7
5/ 7
e,
o/& / /_7 )/2 ) //Zﬂ
00// /hz/ MAGYAR
b e
/V/ /‘f
[ >
: 2 S
Vil L e B RS
”, 3 % g‘./‘{‘-)
L L/.g' (/



[

17.’) )

/. +Y2 L T A : 2 Foy
Gl s 3 afu-nl, < apn i)
e+ 10y o B e P S g
¥3 e 181 i "*—Q..l.ﬁ‘ b el s < Bl
/ ¥ !k" T"-flj d’){- ! ___.C_'____e"’_-t-’(wz‘wb
/fgs': 1”u rer  Aff + 2 =t
'P B o — LY A
e 414 y 5
J82 +iv ¢ da : R i % W
170 o ! Dbt e T s G el
17y s 1T :?;- B ok i
‘ : . i =9 [2
e I & : e oy NP0 |
/ 7&3 « 405 \ % (“j'/z =gy =% A3
17?_17_.__’ B /;B_,\ / q 01;1_766’.0'75' =
i sl S e ) v gkt 2
/ X € aret :

P &

;},z,g‘n\' 4

s Hl'?:.__/

1gos S d
'/}o,r”\
-7
j -—-!
/672 o | : o Oi¥
13l 2] /4?/5‘ ;
ypr 41 466 “L,
LA )kl\r ""'I?g
IFOIS—"'ﬂT'
7, =
h Z :
130 / <
7 e
/
/47'_'"—__"/% N
70
1o /6 iy
)20 166,57 =’
/57 =
/,7«0
/69,5 =Of 0:*: /%J ,,,
/
/Z o ’Z
/7/0

£ =530

Ay 2,298

azﬂ.zjzsqv

o e e il '_ = 0
; '37/ ‘,:,55—4“?_ ‘ﬁhhv-z;'j__ff—""/—,
g{fo o (/(KFZ / 4’3/()"‘_—_,
Yo E_-a-'- (-?4».?‘ .uﬁa)' GUETD
h,‘f&?@/wfﬁf : Ko
% E_L‘L“/ul»,%’ ! 0, vr1 b
128 Y1 4, 000 w gt 2/) % ok
P — 7005 7"
LI 9,0005 7"
,/)ﬁfa(/? = + 0,0007 " o1
410 % 12 GDOYNAD
= e
£l s s 004§
, 2,0/ 0,0
ﬁb’ Ll.e"“'"\‘a"“ ] %3 &YSW’
2y
0,916 5950 ot e
0¥ el B sk
=g e - diiie =
28] T W/z
M' 0 e ’W«%‘ wh) =0
o“"ig‘ - e
ph | 0,657 {
A A 2 0 oD i ) = 400020
. c’;wﬂ? €0 a T ) =Y
. Yo @y
<L S . J g,00e< t‘é;’!;
v | W8 O’WN@
/ ;;mvn + 2r g
TUDOMANYO0S
/ ==Y v Ko
37

uy=/9,8 S ey E W

RS T




Go40/078

ey Y ;’ ~ Z‘;ﬂ} MAZA:A.? ;
= e f At

: A ; £
C M §2/
@ 7}/;\: .f;:é"’ay’ ér- 2-r2 ' ":"' R éz(oﬁé%’
o * ’ $ S’, ] e )
i ;\1 :_‘]f)"af é :/f”%‘ o IR ﬂ,g/jﬁz;rﬂzf?'nyf
7] ’_:f "_ 5 s -_-ﬂf 32
ﬁ‘g = f9 ' Fs 3 -94°585 """'g,” =04 /Z g
Wt : }5‘?5 3'-::m/§ P 35/9 /’)
. = /i
34357 Lo P02 ﬂr”/"m 0y88020% i B
75 33;,} Lo 95%%7”9%}43’399-59?
B Seagie
(
e %(3, 9\) = L. 16°337 = yfzg“/ﬁZ//Z
LYy 5 L0 Mo T
I by S e g
J/lf'\-—::""-' = A= / /
2%z 9 (x_, 2 7 V/dj-yﬂn
/5058

-— ~9 "=

2 . = g Ee =L

by b7 T ¥zt

é'jf/z -—;Q-{Zjv’/’_?,/ _ n \9\,‘ _ojhﬂrﬁ
g fbs0t/ ﬁ:ﬂfwf'*‘"i)' :

A’)f,,_ .- 4,347‘5’1{6 _’3/5/’/,//

.’f/si-,%‘a_.
v 0.—-
:ﬂ; ‘/fi“r_yy

d°+£—0£
0,202 Loy T
= 0;25,,,,5?2 A, 2*@5’ L
W e TRl - c _—_’7”'_-':'

77 =, -~

: -
7 7. wi=t
: e MAGYAK
( ' TUDOMANYOS AKADEMIA
: KONYVTARA

— —a --{7 - -

1 . Ein
L Q o) G . okl 4 /

T U e Vo ;,"L L

v i oty 5

Fas 4
) ~)
. Zfljﬂ‘f ) JJ
I"::" / 1



p—e

/@\Mi B e 3
%m.& A Mw/@;v S J’t:%“ v
O) V‘l(""’—ﬁﬁn 65}) Ay"‘/"‘“zgmms"%x

(4

A
Q‘-"’.._:.. i;__'_ (Ma-—-majﬂl———’- CJ-'::.. CV'J!.

35 P o

~ Y"r’f < "
’ L= :
/‘71&‘—/2 Yf a..‘\- L 2-147,44-4%(, 1300\’ Z”;

» = 24577 Méaa\x J(/
A o ; M’”

\ O ﬁﬁt""cﬂc% = M}/M;/
H,~u, 790626 %o,"' ‘fgr S Ly, < S
~u, 0727 by T to = V5
1,2 bt 23 4y 2 L2 23 bt
dp= 4509 . va = TR 4, <2303 |4, <438
ay = %2 H dy = Y2450 | 4, . 22898 4, - ¢,26¥03
’ s = 2,?//61 <, :__212.¢6° J, G 1,8 - 2{2565‘

:.o,mf%z%~/ 7

0,051

-/
W 3l e et
/

@'}/}‘/Z/j EZ—TM& g = ’/,1/7,/7

-4) -
QIZ l@-?f%yz y;ﬁ/z 6 gw =0f/67( 8747 =/
» o . r hﬂm‘
i i s EFEL T ek
“‘)dﬁ. ﬁv;:.:m:z-m'w‘/ygh ,,,:W cter ! il
9“,:/3‘4/;" 601:9' 09}1‘3?2’5 & :
Cos ;91: J/ﬂﬂigfyg %.: /Zaa;i e e -—S k? 0/9}53}5/

ey

& M © sl %-’ :Jﬂyflﬂ
3\5 = ﬁcjzi( mﬁ'S -'0’;/5;‘?3 _'3-2 22; yg; = & : MAGYAR
TUDOMANYOS AXADEMI
}' __- 2\ AR
_gl,- N AT "’/f”77';7
v r . 38z¥90 =/
, %s: 61 “ ’1‘;‘ wt 3/—;s~zv /
. s R %
‘ loins s vaty Yo 18595 3T Y 7
e il 30T .
\ ‘ ! ~ N ( ! t-—-—i—
| Pty gl [ fe ot iy
==0bmb P, w0, R Ty gt | B g
Z Jf =-Hf/u7'}#/17 (/,2) (2,9) (ff‘ \ (27
ol % a, 13142 arzza/os =439 ‘”J‘””’j
= !}_,x':__“ T " / ,f a - i
L, v /"Pj? e }2 [%_;Z ’4 G‘J vﬁ}’«f\ ! 92‘1,7? 1




%
-
1




Uber
die Oberflache der F lussigkeiten.

Von
H™ HAGEN.

AMVIAAAAR ARV

[Gelesen in der Akademie der Wissenschaften am 29. Mai 1845.]

D ie freie Oberfliche der Fliissigkeiten zeigt sowol im Zustande der Ruhe,
als der Bewegung manche eigenthiimliche Erscheinungen, welche an-
dere Verhiltnisse andeuten, als im Innern der Flissigkeit statt finden.

Leichte Korper werden, wenn sie nicht benetzt sind, von der Ober-
fliche getragen, ohne sie zu durchbrechen und ohne in die Fliissigkeit selbst
einzutauchen: sie veranlassen nur ein Durchbiegen der Oberfliche, und in
gleicher Weise kriimmt sich diese abwiirts, sobald sie von irgend einem Kér-
per begrenzt wird, den sie nicht benetzt. Wenn dagégen der schwimmende
Kérper, oder die Wand des Gefifses benetzt ist, so erhebt sich die Flissig-
keit daneben iiber das allgemeine Niveau, und Dbitdet einen aufwiirts gekehr-
ten Rand.

Diese auf- und abwirts gekehrten Rinder veranlassen ein sehr auffal-
lendes gegenseitiges Anziehen und Abstofsen leichter schwimmender Kérper:
gleichartige Rénder ziehen sich an, ungleichartige stofsen sich ab. Wenn
man ecin Stiickchen Holz an dem einen Ende mit Semen lycopodii einreibt,
um die Benetzung zu verhindern und es auf Wasser schwimmen lifst; so
wird es von einem benetzten Stibchen, welches man gleichfalls in das Was-
ser taucht, auf der einen Seite angezogen, auf der andern abgestofsen: aber
dieses Stibchen dufsert sogleich eine gerade entgegengesetzte Einwirkung auf
die beiden Enden des schwimmenden Kérpers, wenn man es tiefer eintaucht,
so dafs ein abwirts gekehrter Rand sich um dasselbe bildet.

Kleine Quantititen Flussigkeit, die auf nicht benetzten Flichen ruhen,
horen ganz auf, sich als Fliissigkeiten zu zeigen: ein Quecksilber - Tropfchen,
das auf Holz oder auf Glas aufliegt, wird durch die Spannung der umgeben-
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42 Hacex

den Oberfliche nahe zu einer Kugel zusammengezogen. Die einzelnen Theil-
chen desselben nehmen nicht mehr die Lage an, welche dem hydrostatischen
Gleichgewichte entspricht, und die ganze Masse ist sogar weniger beweglich,
als eine gleich grofse feste Kugel.

Die Oberfliche des Wassers zeigt sich zuweilen auch ganz frei und ge-
trennt von der innern Masse. Dieses geschieht, wenn aus der Flissigkeit
Luft emporsteigt. Die Fliissigkeit selbst weicht vor der viel leichteren Luft
. guriick, aber die festere Oberfliche widersteht einem geringen Drucke, ohne
sich-zu trennen, und schwillt zu einer Blase auf. Sie erscheint alsdann als
eine feste elastische Lamelle, deren Gestalt man durch aufsere Eindriicke
willkiirlich verindern kann.

Eine andere Eigenthiimlichkeit der Oberfliche betrifft einen gewissen
Mangel an Beweglichkeit. Bei regelmifsiger Stromung des Wassers bemerkt
man, dafs die Oberfliche nicht vollstindig an der Bewegung der darunter
befindlichen Masse Theil nimmt, und langsamer als diese sich fortbewegt.
Im Innern des Wassers verindert sich die Geschwindigkeit nach einem ganz
andern Gesetze, sie wird niimlich in grofserer Tiefe kleiner, und dicht itber
dem Boden ist sie am geringsten. Man mufs daher annehmen, dafs die Ver-
z6gerung der obern Schichten von der mindern Beweglichkeit der Oberfliche

herrithrt. Die meisten genauern Geschwindigkeits-Messungen in Fliissen und
selbst in Stromen zeigen diese Krscheinung; besonders deutlich bemerkt man

sie aber in kleinen Canilen, die mit Glaswiinden eingefafst sind. Wenn man
nimlich einen mit dicker Tusche gefiillten Pinsel mit der Oberfliche mo-
mentan in Berithrung bringt; so senkt sich die Tusche in Form eines schwar-
zen Streifen langsam herab. Bewegten sich die Schichten in verschiedener
Tiefe mit gleicher Geschwindigkeit, so wiirde dieser Streifen im fliefsenden
‘Wasser zwar fortriicken, aber seine lothrechte Stellung behalten: an seiner
Neigung erkennt man daher die Zunahme oder Abnahme der Geschwindig-
keit in den verschiedenen Schichten. Die Erscheinung ist diese, dafs der
Streifen anfangs oder in seinem obern Theile sich stark nach vorn hinzieht,
und alsdann in entgegengesetzter Richtung sich riickwirts wendet. Die grofste
G eschwindigkeit findet also in einiger Tiefe unter der Oberfliche statt.
Endlich erwihne ich noch der sehr auffallenden Bewegungen, welche
bei der Bildung und beim Zusammenfliefsen einzelner Tropfen eintreten:
sie zeigen sehr deutlich, dafs nicht nur die Fliissigkeit in ihrer ganzen Masse

\
\



itber die Oberfliche der Fliissigkeiten. 43

sich ins Gleichgewicht setzt, sondern dafs die Darstellung des Gleichgewichtes
in der Oberfliche noch von besondern Bedingungen abhiingig ist, welche bei
kleineren Massen einen iiberwiegenden Einflufs dufsern.

Die erwihnten Erscheinungen lassen vermuthen, dafs die Oberfliche
eine festere Decke sei, deren dicht zusammengedringte Theilchen, wenn
sie auch noch immer leicht trennbar und verschiebbar sind, dennoch einen
viel stirkern Zusammenhang haben, als die Theilchen im Innern der Fliis-
sigkeit. _

Die Gestalt der Oberfliche der Fliissigkeiten im Zustande der Ruhe
fithrt gewissermafsen schon zur Erklérung dieser Erscheinungen, so wie zur
Auffindung der mechanischen Gesetze, von denen sie abhéngen. Diese Ge-
stalt lifst sich durch verschiedenartige Messungen sehr sicher untersuchen,
und wenn man die einschliefsenden Winde nahe zusammenbringt, so stellt
sich nicht nur der erwihnte gekriimmte Rand dar, sondern die ganze Ober-
fliche hebt oder senkt sich sehr bedeutend iiber oder unter den allgemeinen
Horizont. Diese besondere Modification der Erscheinung nennt man die
Capillar-Erscheinung. Sie ist vielfach der Gegenstand ausgedehnter
Untersuchungen gewesen, und selbst die gréfsten Mathematiker wie La-
place, Gauss und Poisson haben sich ausfiihrlich damit beschaftigt.

Nichts desto weniger darf man den Gegenstand noch nicht als vollstin-
dig erschopft ansehn, denn eines Theils zeigt diejenige Flissigkeit, welche
man vorzugsweise bei den Beobachtungen benutzt hat, nimlich das Wasser,
eine so auffallende Verschiedenheit in den Resultaten, dafs die aufgefunde-
nen allgemeinen Gesetze bisher kaum eine sichere Bestitigung in den Mes-
sungen gefunden haben. Poisson zeigt freilich, dafs zwei von den Beob-
achtungen, die Gay-Lussac an verschiedenen Réhren anstellte, mit einer
kaum zu erwartenden Schiirfe unter sich iibereinstimmten, indem der Werth
der Constante, der aus der einen Messung hergeleitet wurde, die Erhebung
des Wasserspiegels in der andern Rohre bis auf den fiinftausendsten Theil
ihrer Grofse richtig darstellte. Laplace meint dagegen, dafs die Beobach-
tungen im Allgemeinen sehr verschieden ausfallen, und dafs bei gleichem
Rohrendurchmesser und gleicher Fliissigkeit die Erhebung zuweilen noch
einmal so grofs, als in andern Fillen gefunden sei. Der Mangel an Uberein-
stimmung stellt sich nach Brewster’s Mittheilung aber noch auffallender

heraus, denn die zehn Angaben des Werthes der Constante, die er zusam-
F2
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menstellt (1), und welche grofsentheils von berithmten Physikern herriihren,
variiren zwischen 2,1 und 5,3 und der wahrscheinliche Fehler des einzelnen
Resultates, dem doch gewifs jedesmal mehrere Beobachtungen zum Grunde
liegen, ist dem vierten Theile seines Werthes gleich, wihrend die Unsicher-
heit der einzelnen Messung selbst unter ungiinstigen Umstinden kaum den
zehnten Theil zu erreichen pflegt.

Demniichst aber schien es mir, dafs auch in theoretischer Beziehung
eine Vereinfachung der Methode sehr wiinschenswerth sei. Die Aufgabe ist
in der letzten Zeit mehr aus dem mathematischen, als aus dem physikali-
schen Gesichtspunkte aufgefafst worden. Wie wichtig die Untersuchungen
der benannten Minner in jener Beziehung auch sind, so ist dadurch fur die
nihere Kenntnifs der Erscheinung doch nur wenig gewonnen. Die ungleich
einfacheren Betrachtungen, von denen Segner und Thomas Young aus-
gingen, scheinen sogar viel fruchtbarer und mehr geeignet zu sein, den Ge-
genstand aufzukliren und seinen Zusammenhang mit andern Erscheinungen
zu zeigen. Laplace rith den Mathematikern, sich mit diesen Untersuchun-
gen zu beschiftigen, weil sie darin vielfache Gelegenheit zur Vervollkommnung
der Analysis finden wiirden, und Gauss &ulsert, nachdem er die Bedingungs-
gleichung der Capillar-Erscheinung aus den allgemeinen mechanischen Ge-
setzen entwickelt hat, dafs geometrische Betrachtungen viel leichter, als der
eingeschlagene analytische Weg zu demselben Resultate fithren.

Bevor ich es versuche, einen solchen einfachern Weg zu bezeichnen,
scheint es nothig, die Resultate, zu welchen man bisher gelangt ist, kurz
anzudeuten: doch will ich mich dabei allein auf die Haupterscheinung be-

" schrinken, nimlich auf die Erhebung oder Senkung der Oberfliche, woraus

Y'Y Vxoa
s 2T

A
yh

in der That die iibrigen bisher untersuchten Fille hervorgehn, ohne dafs an-
dere Hypothesen eingefiihrt werden diirfen. '

Nachdem Hauksbee bemerkt hatte, dafs die Dicke der Rohrenwand
auf die Erhebung der Fliissigkeit im Haarrghrchen ohne Einflufs sei; und
Jurin gleichfalls durch Beobachtungen zu dem Schlusse gefiihrt war, dafs
die Erhebung umgekehrt der lichten Weite der Réhre proportional sei,
so versuchte Clairaut die Capillar-Erscheinung aus allgemeinen mechani-

(") Edinburgh Encyclopaedia. Vol. V. 1830. Capiilary attraction.
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schen Gesetzen zu erkliren (*). Er kam zu dem Resultate, dafs die Erhe-
bung der Fliissigkeit in der Axe der Rohre von der Anziehung der obern
Wasserschicht herrithre: aufserdem aber nahm er noch an, dafs auch das
untere Ende der Réhre von Einflufs sei. Die Bedingungs-Gleichung, die
er angiebt, ist so unbestimmt, dals sie keine unmittelbare Vergleichung mit
der Beobachtung gestattet.

Viel wichtiger sind Segners Untersuchungen (?): sie beziehn sich nicht
sowol auf die Erhebung der Fliissigkeiten in Réhren, als vielmehr auf ihre
gekriimmte Oberfliche, namentlich in Tropfen, die entweder an einem Stabe
hiingen, oder auf einer nicht benetzten Ebene aufliegen. Mit vielem Scharf-
sinne entwickelt Segn er die Grofse der Pressungen, die an den verschiede-
nen Stellen der Oberfliche statt finden miissen, damit dem hydrostatischen
Drucke iiberall durch eine gleiche und entgegengesetzte Kraft das Gleichge-
wicht gehalten werde. Er zeigt, dafs diese letzte Kraft nicht die allgemeine
Anziehung oder die Schwere sein kénne, da sie fiir jede wahrnehmbare Ent-
fernung verschwindet, und sich nur in den kleinsten Entfernungen, also bei
unmittelbarer Berithrung &ufsert. Sie sei daher nichts anderes, als die Co-
hiision, oder Festigkeit: der Festigkeit eines Seiles vergleichbar. Geome-
trische Betrachtungen, auf diese Voraussetzung gegriindet, fithren ihn schon
zu dem Resultate, dafs die Erhebung der Oberfliche an jeder Stelle umge-
kehrt dem Kriitmmungshalbmesser proportional sein miisse. Er irrte freilich,
indem er der Kriimmung im horizontalen Querschnitt einen andern Einfluls,
als derjenigen im vertikalen beimaals: woher die Gleichungen, die er findet,
keine allgemeine Giiltigkeit haben konnen. Er stellt zugleich in besondern
Tabellen die Resultate der Reihenentwickelungen zusammen, zu welchen
die Integration ihn fithrte: auch theilt er eine grofse Anzahl Messungen mit,
die er mit den Resultaten der Rechnung vergleicht.

Thomas Young legte gegen den Schlufs des Jahres 1804 der Royal
Society die Hauptresultate seiner Untersuchungen iiber die Cohision der
Fliissigkeiten vor (*): er versprach, den Gegenstand ausfithrlich in einem
besondern Werke zu behandeln, doch ist ein solches wohl nicht erschienen,

(') Théorie de la figure de la terre. Paris 1743. Chap. X.

(®) De figuris superficierum fluidarum, in den Commentariis socielatis scientiarum Gottin- 1
gensis. Tom. L. fiir 1751.

(®) An FEssay on the Cohaesion of Fluids. Philosophical Transactions 1805.
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wenigstens habe ich dasselbe nirgend erwihnt gefunden. Die Zusiize,
welche Young einige Jahre spiter bekannt gemacht hat ('), beziehen sich
vorzugsweise auf Laplace’s Arbeit und sind fiir den Gegenstand selbst nicht
so wichtig. Der erste Aufsatz ist aber so bedeutend, und enthilt die Theorie
der Capillar - Erscheinungen so vollstindig, dafs in physikalischer Beziehung
seitdem nur wenig Neues hinzugekommen ist.

Young nimmt an, dafs in der Oberfliche der Fliissigkeiten eine ge-
wisse Spannung statt findet, die in der ganzen Ausdehnung der Oberfliche
gleich grofs ist. Das Vorhandensein der Spannung weist er durch das Ver-
halten eines Oeltropfens nach, der auf dem Wasser schwimmt: er sagt aber
nicht, wie die Annahme der Gleichmiifsigkeit dieser Spannung sich rechtfer-
tigt. Poisson macht daher dieser Theorie den Vorwurf, dafs sie auf einer
willkiirlich angenommenen Hypothese beruhe. Der Vorwurf scheint aller-
dings gegriindet, er trifft aber keineswegs Young allein, denn in allen spi-
tern Untersuchungen wird in #hnlicher Weise die mégliche Verschiedenheit
der Dichtigkeit und sonach der Anziehung oder Spannung in der Oberfliche
auch nicht beriicksichtigt. Aus den erwihnten Voraussetzungen leitet Young
durch ein einfaches Risonnement die Haupt-Bedingungsgleichung her, dafs
nimlich an jeder Stelle der Oberfliche die Erhebung oder Senkung derselben
der Summe zweier Briiche gleich sei; welche dieselbe Constante zum Zihler
haben, und deren Nenner der grofste und kleinste Kritmmungshalbmesser
des betrachteten Flichenelementes ist. Mit Benutzung dieser Gleichung
werden verschiedene Modificationen der Erscheiming untersucht, und zwar
grofsentheils dieselben, welche auch Laplace wiihlte.

Laplace hat in zwei Abhandlungen die Capillar-Attraction ausfiihr-
lich behandelt (?): er setzt eine gegenseitige Anziehung aller Theilchen, so-
wol der Fliissigkeit, wie der umgebenden Winde voraus. Das Gesetz dieser
Anziehung (attraction moléculaire) lilst sich nicht niher nachweisen, man
weifs nur dafs es von der Bedingung abhingig ist, dafs der Wirkungskreis
der Anziehung sich auf unmerklich kleine Abstinde beschrinkt. Durch ver-
schiedene Betrachtungen wird gezeigt, wie in Folge dieser Higenthiimlichkeit

(') Course of Lectures of natural Philosophy. Vol. IL 1807, Sect. X.
(?) Sur Paction capillaire: Supplément au X liore de la mécanique céleste und Supplé-
ment & la théorie de Paction capillaire: in der Mécanique Céleste. Vol. IV. Paris 1805.
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der Molecular - Attraction alle innern Theile der Fliissigkeit und eben so auch
die Rohre selbst keinen Einflufs auf die Erscheinung haben koénnen, und die
Ursache derselben allein in der Oberfliche der Fliissigkeit zu suchen sei,
welche nach Maafsgabe der Benetzung der Réhrenwand sich neben derselben
kriimmt. In der Axe der cylindrischen Rohre fillt die Oberfliche, soweit
sie ihre Wirksamkeit auf den mittleren Wasserfaden ausiibt, mit einer Kugel-
{liche zusammen, und fiir diesen Punkt stellt sich am einfachsten die Rela-
tion zwischen der Erhebung der Fliissigkeit und der Kriimmung heraus. Fiir
jeden andern Punkt der Oberfliche innerhalb der Réhre ist dagegen die
Kriimmung in verschiedenen Richtungen auch verschieden. La place weist
nach, dafs die Anziechung der Oberfliche von doppelter Kriimmung gleich
sei dem arithmetischen Mittel aus den Anziehungen zweier Kugelflichen,
von denen die eine mit dem grofsten und die andre mit dem kleinsten Kriim-
mungshalbmesser jener Oberfliche beschrieben ist. Hieraus ergiebt sich die-
selbe Bedingungsgleichung fiir die Oberfliche, welche kurze Zeit vorher
Thomas Young gefunden hatte. In derselben Weise, wie Young eine
gleichmiifsige Spannung vorausgesetzt hatte, nahm auch Laplace eine gleich-
mifsige Attraction in allen Theilen der Oberfliche an, so wie er iiberhaupt
die Oberfliche nur als Theil der Fliissigkeit betrachtete, und fiir diese eine

vollkommene Gleichmiifsigkeit zum Grunde legte. Von den cylindrischen
Rohren geht Laplace zur Untersuchung derjenigen Curven tber, welche

die Oberfliche neben Planscheiben bildet: aufserdem wendet er die aufge-
fundenen Gesetze auf verschiedene andre Fille an, und weist ihre Uberein-
stimmung mit manchen Erfahrungen nach.

Wenn Laplaces Untersuchungen auch kein neues Licht iiber die Er-
scheinung verbreiteten, und im Gegentheil die Einfihrung der rithselhaften
Molecular-Attraction statt des klaren Begriffes der Cohision oder Festigkeit der
Oberfliche sogar die bereits erlangte Einsicht in das Wesen der Erscheinung
storte, sowerden diese Abhandlungen dochimmeribren hohen Werth behalten,
und als Muster gelten kénnen, wie physikalische Erscheinungen durch ihre
verschiedenen Modificationen mit dem strengen Calcul zu verfolgen sind.

Gauss behandelte den Gegenstand unter einem etwas verinderten
Gesichtspunkte (!): er sagt, die von Laplace dargestellte Bedingungs-

(") Principia generalia theoriae figurae fluidorum in statu aequilibrii. Sept. 1829. in den
Comm, soc. scient. Gott. Vol. VIL
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Gleichung sei an sich zur Bestimmung der Figur der Oberfliche nicht aus-
reichend : Letztere sei von dem Winkel abhingig, unter welchem sie sich an
die Wand der Réhre oder des Gefifses anschliefst. Diese Bedingung miisse
daher der Rechnung zum Grunde gelegt, aber nicht spiiter eingefiihrt werden.
Von dem Princip der virtuellen Geschwindigkeit ausgehend 16st Gauss hier-
nach die Aufgabe durch die Methoden der Variationsrechnung direct auf,
und umgeht dadurch die vielfachen Integrationen zwischen bestimmten Gren-
zen, welche bei Laplace vorkommen, und welche wie Gauss mit Recht
bemerkt leicht mifsverstanden werden konnen. Die Resultate, zu welchen
er gelangt, stimmen mit den frithern genau iiberein, da dieselben Hypothe-
sen zum Grunde gelegt sind. Diese Hypothesen sind die Annahme der Mole-
cular- Atiraction, die nur in unmerklich kleinen Entfernungen wirksam ist,
und die Gleichmifsigkeit der Fliissigkeit in ihrer ganzen Ausdehnung mit
Einschlufs der Oberfliche.

Sehr wichtig ist eine Untersuchung, welche P oisson ungefihr gleich-
zeitig anstellte, wodurch der Gesichtspunkt wieder demjenigen genihert
wiirde, welchen Segner und Young gewiihlt hatten. Poisson wies nim-
lich nach, dafs bei Voraussetzung einer gleichen Molecular - Attraction in
den einzelnen kérperlichen Elementen der Oberfliche und im Tnnern der
Fliissigkeit die Capillar-Erscheinung sich in keiner wahrnehmbaren Grofse
darvstellen kénne. Man 1 s5tisse also eine starke Verdichtung der Ober-
fliche annehmen, um die beobachtete Erscheinung zu erkliren. In einer

ausfiihrlichen Abhandlung, worin er den Gegenstand aufs Neue vollstindig

behandelt (1), entwickelt Poisson die Bedingungen, welchen geniigt werden
mufs, wenn verschiedene Fliissigkeiten ither einander ruhn. Die stark ver-
dichtete Oberfliche, deren Dichtigkeit in normaler Richtung sich sehr schnell
verindert, erscheint hiernach als eine grofse Anzahl iiber einander liegender
Schichten von verschiedenen Fliissigkeiten. Das Resultat der Untersuchung
ist mit dem frither gefundenen iibereinstimmend, wie dieses auch nicht an-
ders sein konnte, da Laplace und Gauss keine bestimmte Dichtigkeit der
Oberfliche zam Grunde gelegt hatten. Poisson deutet an, dafs die Dich-
tigkeit der Oberfliche in tangentialer Richtung verschieden sein konne, er
betrachtet diese Anderung aber als so geringfiigig, dafs in dem Ausdrucke

(') Nouvelle théorie de Paction capillaire. Paris 1851,
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fiir die tangentiale Attraction alle Glieder aufser dem ersten vernachlifsigt
werden diirfen. Das erste Glied ist indessen constant, und sonach ist auch
diese Rechnung auf die Voraussetzung basirt, dafs die Attraction in der gan-
zen Ausdehnung der Oberfliche unverindert dieselbe sei. Die Untersuchung
erstreckt sich demnichst wieder auf vielfache Modificationen der Erschei-
nung.

Alle vorstehend erwihnten Untersuchungen mit Ausnahme derjenigen
von Clairaut stimmen darin iiberein, dafs die Ursache der Capillar- Erschei-
nungen allein in der Oberfliche zu suchen sei, oder wenigstens, dafs deren
Wirkung zur Erklirung des Phénomens schon geniige. Der iberwiegende
Einflufs der Oberfliche begriindet sich aber theils dadurch, dafs die Wirkun-
gen der innern Theile der Fliissigkeit sich gegenseitig aufheben, theils aber
auch durch die gréfsere Anniherung der einzelnen Theilchen in der Ober-
fliche, welche eine verstirkte Attraction bedingt.

Die zweite Hypothese, wonach die Attraction nur in unmerklich klei-
nen Entfernungen wirksam sein soll, rechtfertigt sich vollstindig, soweit sie
sich durch Beobachtungen priifen lifst. Zwei Tropfen Wasser, von denen
der eine an einem Stabe hing und der andere auf einer Fliche auflag, ni-
herte ich einander mittelst einer Schraubenvorrichtung. Sie zeigten in der
geringsten, noch wahrnehmbaren Entfernung durchaus keine Einwirkung,
und erst als der letzte hindurchfallende Lichtstrahl verschwunden war, und
sie sich gewifs bis auf den hundertsten Theil einer Linie gendhert hatten,
flossen sie zusammen. Man kann also mit Sicherheit annehmen, dafs diese
Einwirkung sich entweder auf die unmittelbare Berithrung beschrinkt, oder
doch innerhalb derjenigen Grenzen bleibt, fir welche der Beriihrungskreis
mit der Curve zusammenfillt. :

Wenn endlich noch die dritte Hypothese, dafs néimlich die Attraction
in der ‘ganzen Ausdehnung der Oberfliche constant sei, vorldufig ohne wei-
tern Beweis eingefithrt wird, so lifst sich die Beziehung zwischen dem ver-
tikalen Abstande irgend eines Punktes in der Oberfliche iiber oder unter
dem allgemeinen Horizonte und dem gréfsten und kleinsten Kritmmungs-
Halbmesser der untersuchten Stelle leicht herleiten.

Zuerst betrachte ich den Fall, dafs der umgebogene Rand der Ober-
fliche sich zur Seite einer Ebene, oder zwischen zwei Ebenen bildet, die

Physil.-math. Ki. 1845. G
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jedoch entweder parallel sind, oder wenigstens in einer horizontalen Linie
sich schneiden. Alsdann wird jeder vertikale Querschnitt, der zugleich die
Ebenen rechtwinklig trifft und tberdiefs von ihrem Ende hinreichend weit
entfernt ist, die erzeugende Curve der gekriimmten Fliche darstellen.

Ein beliebiger Punkt A in dieser Curve werde von zwei andern Punk-
ten B und C derselben Curve, welche von ihm gleich weit entfernt sind,
angezogen. Nach den vorstehenden Annahmen sind die Krifte, welche beide
Punkte ausiiben, einander gleich, sie heben sich aber nicht auf, weil sie sich
nicht genau entgegengesetzt sind. Der Punkt A4 wird sonach durch B und C
nach der Diagonale des Parallelogramms, oder wenn die Curve bis zu den
gewihlten Punkten mit dem Beriithrungskreise zusammenféllt, normal ge-
gen die Curve und zwar immer nach der concaven Seite gezogen werden.
Nach welchem Gesetze aber auch die Anziehung erfolgen mag, so steht die
Kraft, womit der Punkt 4 in normaler Richtung gezogen wird, zur An-
ziehung des Punktes B oder C in demselben Verhiltnisse, wie der Abstand
dieser Punkte von A sich zum Kriimmungshalbmesser des Beriihrungs-
kreises verhilt. Dasselbe gilt fiir je zwei andere, von A gleich weit ent-
fernte Punkte derselben Curve bis zur dufsersten Grenze dieser Attraction,
und sonach wird der behe_'blg gewahlte Punkt A durch die Einwirkung aller
einzelnen Punkte in. der erzeuge Curve in normaler Richtung mit einer
Kraft angezogen, welche dem Krummungshalbmesser dieses Punktes der
Curve oder ¢ umgekehrt proportional ist.

Der Punkt 4 wird indessen auch von den seitwirts gelegenen Punk-
ten der Oberfliche afficirt. Man lege durch seine Normale eine beliebige
andre Ebene, die mit der Ebene der erzeugenden Curve irgend einen Win-
kel ¢ bildet: so schneidet diese in der Nihe von A4 die Oberfliche in einem
elliptischen Bogen und zwar am Ende von dessen kleiner Axe. Der Kriim-
mungshalbmesser dieses Bogens ist gSec ¢°, also wieder ¢ proportional.
Hiernach gilt fir den schrigen Schnitt dasselbe, was fiir den ersten nach-
gewiesen wurde, und da man durch Verénderung des Winkels ¢ alle Punkte
der Oberfliche umfassen kann, so weit sie auf 4 Attraction ausiiben, so
folgt hieraus, dafs die ganze Kraft, womit dieser Punkt normal, und zwar
nach der concaven Seite hingezogen wird, dem Kriimmungshalbmesser der
Erzeugungs-Curve umgekehrt proportional ist.
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Dieser Kraft wird das Gleichgewicht gehalten durch den Druck der
an A hingenden, oder darauf lastenden Fliissigkeit. Dieser wirkt wieder
normal gegen die Oberfliche und ist gleich dem Producte aus dem Flichen-
elemente in die verticale Hohe der driickenden Siule der Fliissigkeit, wenn

das Gewicht der Raumeinheit derselben als Einheit angenommen wird. Be- .

zeichnet man sonach die Erhebung oder Senkung des untersuchten Punktes
der Oberfliche iiber oder unter dem allgemeinen Horizonte mit 5, so er-
giebt sich iibereinstimmend mit den fritheren Untersuchungen fir Ober-
flichen von einfacher Krimmung die Bedingﬁngs-Gleichung

r=7

Wenn die Oberfliche doppelt gekriimmt ist, so ist die Kraft, wo-
mit irgend ein Punkt in ihr durch die Attraction der rings umher liegenden
Theilchen in normaler Richtung gezogen wird, gleich der Summe der Krifte,
womit zwei cylindrische Flichen auf ihn wirken, die jene Oberfliche in der
Richtung der grofsten und kleinsten Kriimmung tangiren.

Es sei fiir einen beliebigen Punkt in der Oberfliche der kleinste Kriim-
mungshalbmesser gleich p und der grofste gleich ¢'. Durch die Normale
dieses Punktes denke man eine Ebene gelegt, die mit der Ebene in welcher
die Kriimmung von ¢’ liegt, den Winkel ¢ bildet. Es lifst sich leicht zeigen,
dafs fiir jedes beliebige ¢ der gewihlte Punkt von allen Punkten der gegebe-
nen Oberfliche, die in diesem Schnitte liegen, in normaler Richtung eben
so stark angezogen wird, wie von den entsprechenden Punkten in beiden
cylindrischen Flichen. Fiir ¢ = o und ¢ = - 7 ist dieses an sich klar, weil
in diesen beiden Fillen jedesmal die eine cylindrische Fliche mit der gege-
benen zusammenfillt, und die Wirkung der andern verschwindet.

Man denke ein tangirendes Ellipsoid, das durch Rotation um die
grofse Axe gebildet ist, an die Oberfliche so gelegt, dafs die Normale jenes
Punktes ihren Mittelpunkt trifft, und die grofste und kleinste Kriimmung
der Oberfliche mit den Schnitten durch die Hauptaxen des Ellipsoids zusam-
menfillt. Alsdann wird die halbe grofse Axe des Ellipsoids gleich Ve—e’ und
die halbe kleine Axe gleich ¢ sein. Die unter dem Winkel ¢ gezogene Ebene
schneidet das Ellipsoid in einer Ellipse, deren halbe kleine Axe wieder p ist,

‘wihrend ihre halbe grofse Axe

G2
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¥(¢¢’' Sin ¢ + oo Cos ¢*)

ist. Der Kriimmungshalbmesser dieser Ellipse in dem untersuchten Punkte

ist daher

’

a5 o¢
— ¢ Sin ¢p* 4= ¢ Cos ¢*

und folglich die Kraft, womit der Punkt normal angezogen wird
s ¢’ Sin p* + ¢ Cos p*
o¢'

wobei # die Constante bedeutet, die sich auf den einzelnen Schnitt bezieht.

Derselbe Schnitt triffi auch beide cylindrische Flichen, und bildet
dabei gleichfalls elliptische Bgen. In derjenigen Fliche, welche zur grofsen
Axe des Ellipsoids parallel liegt, gehort der Bogen zu einer Ellipse, deren
halbe grofse Axe = “s"i‘fﬁ und deren halbe kleine Axe = p ist. Der Kriim-
mungshalbmesser in der untersuchten Stelle ist daher Eﬁ%‘ und sonach die

Kraft, womit der Punkt normal gezogen wird

=i Sin 2
3
In der andern cylindrischen Fliche, deren Kriimmungshalbmesser im Beriih-
rungspunkte gleich ¢ ist; sind die beiden halben Axen des elliptischen Bogens
"C'%? und ¢'. Der Kriimmungshalbmesser ist also hier gleich —P—;-CO; 7 und die
Anziehung des Bogens in normaler Richtung '
iz Cos’cp2
) ¢
Die Anziehung der beiden Bogen ergiebt sich also wieder wie frither
L ¢’ Sin p? 4 o Cos p®

’

&¢

In so fern nun fiir jeden beliebigen Schnitt durch die Normale der gewahlte
Punkt von der doppelt gekriimmten oder der ellipsoidischen Oberfliche eben
so stark in normaler Richtung gezogen wird, wie von den Punkten in den
beiden Beriihrungsflichen von einfacher Kriimmung, so ist auch fiir alle
Schnitte die Gesammt-Wirkung der ersten derjenigen der beiden letzien
gleich. Diese Wirkung hilt aber wieder dem Drucke der Flussigkeit das
Gleichgewicht, woher




iiber die Oberfliche der Fliissigkeiten. 53

1 1
r=m(G+7)

Diese Bedingungs - Gleichung lifst sich noch auf anderem Wege dar-
stellen, und zwar scheint dieser unter allen der directeste und einfachste zu
sein. Wenn man nimlich eine gewisse Spannung in der Oberfliche an-
nimmt, die man vorliufig als verschieden fir verschiedene Stellen ansehn
mag, und die Krifte untersucht, die nach den bekannten Gesetzen des
Druckes der Fliissigkeit auf die Oberfliche einwirken; so ergiebt sich nicht
nur sehr leicht die eben hergeleitete Bedingungs-Gleichung, sondern es
z'eigt sich auch, dafs die Spannung in der ganzen Ausdehnung der Ober-
fliche gleich grofs ist, und man erlangt noch den wichtigen Vortheil, dafs
die Constante m sich unter einem ganz bestimmten Begriffe darstellt.

Es entsteht dabei die Frage, ob man in der Oberfliche der Flissig-
keit eine solche Spannung, wie in einer belasteten Kette annehmen darf.
Ein wesentlicher Unterschied findet ohne Zweifel in so fern statt, als die
Oberfliche der Fliissigkeit keine bestimmte Ausdehnung hat, und sich viel-
mehr ohne Vermehrung oder Verminderung der Spannung vergréfsern und
verkleinern lifst, indem andre Theilchen aus dem Innern in sie hineintreten,
oder aber Theilchen aus ihr in die innere Masse zuriicksinken. Elasticitat
darf man sonach der Oberfliche der Flissigkeit gewifs nicht beilegen. Noch
viel weniger kann man dieselbe als einen festen Korper von sehr geringer
Dicke ansehn, weil ihre Theilchen sich willkithrlich verschieben und durch
andre ersetzen lassen, und nachdem sie auseinander gerissen sind, bei ein-
tretender Berithrung wieder eben so fest, wie frither aneinander haften.

Wie eigenthiimlich indessen das Verhalten der Oberfliche einer Flis-
sigkeit, besonders wihrend der Bewegung, auch immer sein mag, so kann
man doch bei Untersuchung des Gleichgewichts die Kraft, womit die
Theilchen aneinander haften, oder sich gegenseitig anziehn, in derselben
Weise messen, wie dieses bei festen Korpern tiblich ist. Die Wirkung dieser
Kraft wird sich, solange das Gleichgewicht besteht, fiir jeden beliebigen
Punkt der Oberfliche und in jeder beliebigen Richtung mit dem Zuge ver-
gleichen lassen, den ein Seil ausiibt, welches in derselben Richtung gespannt
ist. Die Einfithrung des Begriffes der Spannung soll daher nicht sowol die
Kraft erkliren, als vielmehr das Maafs ihrer Wirkung bezeichnen.
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Laplace bemerkt (*) gewifs sehr richtig, dafs durch dhnliche Voraus-
setzungen die Capillar - Erscheinung nicht vollstindig erklirt werde, man
miisse vielmehr noch eine andre Kraft annehmen, von der die Benetzung
der Wand abhingt. Diese letzte Kraft zieht entweder die Oberfliche der
Fliissigkeit an der Wand herauf, oder sie lifst sie stumpf dagegen stofsen,
oder aber wenn sie gleich Null ist, so findet die Berithrung beider gar nicht
statt. Bei gleicher gegenseitiger Attraction der Theilchen der Oberfliche
kann hiernach die Erscheinung ganz verschieden ausfallen: bei vollstéindiger
Benetzung der Wand wird die Fliissigkeit am stérksten heraufgezogen, im
entgegengesetzten Falle cben so tief herabgedriickt, und sie kann unter Um-
stinden alle zwischen liegenden Héhen erreichen. Man mufs also den Grad
der Benetzung kennen, bevor man aus der gegebenen Cohision oder Span-
nung der Oberfliche die Capillar-Erscheinung herzuleiten im Stande ist.

Um beide Theile der Erscheinung, nimlich die Benetzung der Wand
und die Kriimmung der Oberfliche auf ein gemeinschaftliches Princip zuriick-
zufithren, nahm Laplace die Molecular-Attraction an. Der Begriff
derselben ist sehr dunkel: aus ihren Wirkungen schliefst man ganz sicher
auf ihr Dasein, aber weiter weifs man nichts Positives von ihr. In dem ge-
ringsten, noch wahrnehmbaren Abstande giebt sie sich nicht mehr zu er-
kennen und das Gesetz ihrer Wirksamkeit ist ganz unbekannt. Den analy-
tischen Untersuchungen liegt in Betreff ihrer nur die Bedingung zum Grunde,
dafs die Wirkung sich auf unendlich kleine Abstinde beschrinkt (?). Pois-
son erklirt sie etwas niher () und bezeichnet ihre Abhingigkeit von der
Wiirme, aber auch hierdurch wird die Erscheinung der verschiedenartigen
Benetzung nicht aufgeklirt. Wenn man z. B. ein Stiickchen Messingblech

(') Supplément & la théorie de Paction capillaire. pag. 7 b5

(?) Laplace bezeichnet dieses Gesetz durch die Worte: Cexe attraction n’est sensible
quw'é des distances insensibles.

(*) Nouvelle théorie de Paction capillaire, pag. 267. — Toutes les parties de la matiére sont
soumises & deux sortes d’actions mutuelles. L’une de ces forees est attractive . ....et pro-
duit lo pésanteur universelle et tous les phénoménes qui sont du ressort de la mécanique
céleste. L’autre est en partie attractive et en partie répulsive: elle dépend de la nature des
molécules et de leur quantité de calorigue. On atiribue la partie atiractice @ la matiére pon-
dérable et la partie répulsive au calorique; et en effet celle-ci chonge d’intensité quoique le
poids des molécules n’est pas changé, L'excés de Pune sur Pautre est ce qu’on appelle pro-;
prement force moléculaire.
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in die Mitte einer Form stellt, nachdem man dasselbe auf beiden Seiten
l moglichst gereinigt, und die eine Seite mit Salmiak eingerieben hat, so be-
5 netzt das eingegofsne geschmolzene Zinn nur diese Seite, und kriimmt sich
; hier aufwirts, wihrend an der andern Seite die Benetzung nicht statt findet,
’ und der Rand abwirts gekehrt ist. Alle Umstinde, welche die vorstehenden
t Erklirungen beriihren, sind auf beiden Seiten diesclben. Die Verschieden-
e heit der Erscheinung ist daher durch das zum Grunde gelegte Gesetz fir die
T Molecular- Attraction nicht aufgekldrt. Man kann freilich sagen, dafs die
n unmittelbare Berithrung der Metalltheilchen nur erfolgt, wenn die Oxydation

de: - . verhindert wird, aber um den Grad der Benetzung oder die Grofse des
d : Winkels a priori zu bestimmen, unter welchem eine gegebene Fliissigkeit
1~ _1 an eine gegebene Wand sich anschliefst, gehért ohne Zweifel eine viel genauere

Kenntnifs der Gesetze dieser Kraft. Dies eingefithrte Gesetz bezeichnet fiir
;{d T den Zustand des Gleichgewichts, wie es scheint nichts andres, als die Cohé-

sion oder Spannung eines festen Korpers: es gestattet wenigstens keine an-

iff dern Folgerungen, als diejenigen, zu welchen man unter Voraussetzung der

€T Spannung gleichfalls gelangt, und man hat im letzten Falle den grofsen Vor-

- theil, dafs man nur bekannte und klare Begriffe einfithren darf.

er- Ich mufs indessen darauf aufmerksam machen, dafs die Spannung in

ly- - einem Seile oder einer biegsamen festen Fliche einen auffallenden Unter- ,

de, ' schied gegen die Spannung der Oberfliche der Flissigkeit zeigt. In jener

is- kann nimlich die Spannung weit unter der &dufsersten Grenze bleiben, wobei |

der das Zerreissen erfolgt: in dieser steigert sie sich aber in Folge der Beweg- :

gen ‘ lichkeit der Theilchen, die sich immer moglichst geschlossen neben einander ‘

ech : reihen jedesmal bis zum Maximum, oder die Ausdehnung der Oberfliche |

o reducirt sich immer auf das Minimum, soweit dieses mit Riicksicht auf den i
hydrostatischen Druck der Fliissigkeit geschehen kann. Aus diesem Grunde |

zeible nimmt der Quecksilber-Tropfen sehr nahe die Kugelgestalt an, und neben

i einer benetzten Wand erhebt sich die Fliissigkeit so hoch, als ihre Cohésion ;

pro- es irgend gestattet, weil nur in diesem Falle die ganze Oberfliche mit Ein- !

nigue ' _ schlufs der an der Wand haftenden Schicht ein Minimum wird. Sehr auf-

s o fallend giebt sich dieses noch in einer andern, weniger bekannten Erschei- 1

;f:nl; nung zu erkennen. ‘l

, pro- Wenn némlich durch eine diinne Glasrohre, deren unteres Ende frei |
herabhiingt, Wasser hindurchfliefst, wihrend die Rohre von aufsen benetzt ’ }
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ist; so scheint der Tropfen, der sich hier bildet, vor dem Abfallen jedesmal
aufwirts zu springen. Am stirksten zeigt sich dieses, wenn etwa zwei Tropfen
in jeder Secunde sich lésen. Vermindert man aber den Zuflufs, so lifst sich
die Erscheinung genauer verfolgen. Das zuerst hindurchfliefsende Wasser
bildet anscheinend ein Kugelsegment, welches vom scharfen Rande der
Rohre begrenzt wird : hier sammelt sich das Wasser so lange, bis die Pfeil-
hohe der spérischen Fliche etwa dem halben Radius der Rohre gleich kommt.
Das ferner hinzutretende Wasser bleibt nicht mehr an der Basis der Réhre
hiingen, sondern zicht sich neben dem scharfen Rande vorbei aufwirts an
die benetzte Rohrenwand. So bildet sich nach und nach der kugelformige
Tropfen aus, der den untern Theil der Rohre so umschliefst, dafs deren
scharfe Kante aus der Kugelfliche hervortritt. Sobald aber diese Kante bei
zunchmender Gréfse des Tropfens iiberdeckt wird, so sinkt der Tropfen
herab, und hingt wieder an der Basis der Rohre, bis er bei fernerer Zu-
nahme seines Gewichtes endlich abreifst. Die ganze Erscheinung lifst sich
nur durch eine starke SPannung in der Oberfliche erkliren. Die Oberfliche
hat das Bestreben, sich auf das Minimum zu reduciren, und diese Tendenz
ist bei geringer Druckhéhe des angesammelten Wassers so iiberwiegend, dafs
sie das Wasser sogar sehr auffallend aufwirts driickt.

Ich werde am Schlusse dieser Untersuchung zeigen, dafs die Grofse
des abfallenden Tropfens beim Wasser wieder allein von der Spannung oder
der Festigkeit der Oberfliche abhiéngt, und dafs der hieraus hergeleitete
Werth der Spannung mit demjenigen iibereinstimmt, den die eigentlichen
Capillar-Erscheinungen ergeben.'

Unter dem angedeuteten Gesichtspunkte stellt sich die erzeugende
Curve der Oberfliche als eine Art von Kettenlinie dar. Ich beschrinke die

- folgende Untersuchung allein ‘auf diejenigen Fille, welche ich durch Beob-

achtungen verfolgt habe: also auf Oberflichen von einfacher Kriimmung,
oder solche, die sich in einer senkrecht gestellten eylindrischen Rohre bilden,
die also durch Drehung der erzeugenden Curven um vertikale Axen ent-
standen sind. c

Ziwei Ebenen seien symmetrisch gegen den Horizont geneigt und schnei-
den sich in einer horizontalen Linie. Alle senkrechten Querschnitte, welche
zugleich diese Scheiben normal treffen und von deren Enden weit genug
entfernt sind, werden alsdann in der Oberfliche gleiche Curven bilden.
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Es mogen zwei solche Schnitte in einem Abstande, welcher der Maafseinheit

gleich ist, gezogen sein; so begrenzen sie einen schmalen Streifen der Ober-

fliche von einfacher Kriimmung. Es sollen die Bedingungen des Gleichge-

wichts fiir diesen aufgesucht werden. Es ist aber klar, dafs man die Einwir-

kung der angrenzenden idhnlichen Streifen nicht weiter beriicksichtigen darf,

da bei der vollkommenen Congruenz und parallelen Lage aller dieser Streifen,
. eine ﬁbertragung nicht statt finden kann, und jeder einzelne fiir sich das
B Gleichgewicht darstellen mufs.

Die erzeugende Curve ist symmetrisch, und ihre Axe liegt in der
lothrechten Mittellinie zwischen beiden Scheiben. Den Abstand eines belie-
bigen Punktes 4 in der Curve von dieser Axe nenne ich a und seine Niveau-
Differenz gegen den allgemeinen Horizont, in welchem kein Druck statt
findet, seiy. Die Neigung des Bogens an dieser Stelle gegen den Horizont
’ * sei a: alsdann wird nach dem hydrostatischen Grundsatze auch der Druck
[ _der Flissigkeit auf den entsprechenden Theil des Streifens unter dem Win-
| kel @ gegen das Loth gerichtet sein. 'Wenn s die Linge des Bogens zwischen
i dem Scheitel und dem Punkte 4 bedeutet, so ist der hydrostatische Druck
i
|

der Flissigkeit gegen ds gleich yds oder gleich #yds, wenn » das Gewicht
der Raumeinheit der Fliissigkeit bezeichnet. Endlich sei § die Spannung
des Streifens in A, und T dieselbe im Scheitel der Curve.
t : Indem nun die simmtlichen horizontalen, und eben so auch die ver-
l» tikalen Krifte, welche vom Drucke der Fliissigkeit auf die ganze Linge s des |
Streifens und aus den Spannungen an dessen beiden Enden herrithren, im . '
Gleichgewichte sein miissen, so ergeben sich die beiden Bedingungen |

T=S8Cosa+ =z fSine.yds
und 0 = 88ine — = [ Cosa . yds

] ' Es ist aber Sin « = j—Jsf und Cos ¢ = %, daher verwandeln sich diese
|

Gleichungen in
| SCosa=T—x [ ydy .
f und §'Sin e =« [ ydx

e —

differenziirt man diese beiden Gleichungen, um das Tntegral-Zeichen zu
entfernen, und multiplicirt die erste mit Cos « und die zweite mit Sin , wo-
fur aber auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens die Differenzial - Wer-
the eingefithrt werden, so folgt

- Physik.-math. KI. 1845. H
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Cosu®dS — SSmaCosadm__—n%

und Sin &®* d.S 4+ SSine Cosa de = :«c—’—'-f%fli—

durch Summirung beider erhilt man

dS =0

die Spannung oder § ist also in der ganzen Ausdehnung des Streifen con-
stant, oder gleich T.
Die zweite der obigen Gleichungen

SSine =z« [ ydx
verwandelt sich hiernach in

dy S
T Yooy =*Jri=

differenziirt man dieselbe, so folgt unmittelbar

2
ny = T_._ﬁi_{__
@2t a)E
T
oder y = S -—;—-

wenn ¢ wieder den Kriimmungshalbmesser bedeutet.
Man gelangt also auf diesem Wege genau zu derselben Bedmgungs-

Gleichung, welche sich aus der Annahme von Attractions-Kriften in der
Oberfliche ergab. Die oben mit m bezeichnete Constante ist aber. nichts

“Anders, als die Spannung oder die Festigkeit des Streifen von der Breite

Eins, dividirt durch das Gewicht der Raum -Einheit der Flu531gke1t

Auch fiir die Oberfliche, welche sich in der lothrecht aufgestellten
cylindrischen Rohre bildet, lifst sich in dhnlicher Weise die Beziehung zum
grofsten und kleinsten Kriimmungshalbmesser lelcht nachweisen. Diese Ober-
fliche ist durch Rotation der erzeugenden Curve um die Axe der Réhre ge-
bildet. Man darf dabei aber nicht mehr einen einzelnen schmalen Streifen
fiir sich untersuchen, weil derselbe in Folge der doppelten Kriimmung der
Fliche von beiden Seiten her Spannungen erleidet, die sich nicht gegenseitig
aufheben, und sonach fiir ihn allein kein Gleichgewicht statt findet.

Man lege durch die Axe der Réhre eine Ebene: diese wird die Ober-
fliche in zwei gleiche Theile trennen. Fir den einen Theil sollen die Bedin-
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gungen des Gleichgewichts aufgesucht werden, welche sowol in Bezug auf
die vertikalen Krifte, als die horizontalen und zwar senkrecht gegen die an-
genommene Schnittebene, statt finden miissen. Durch einen beliebigen
Punkt 4 in der Oberfliche, dessen Abstand von der Réhrenaxe gleich w,
und dessen Hohe iiber oder unter dem allgemeinen Horizonte (wo nimlich
kein Druck statt findet) gleich y ist, lege man eine horizontale Ebene, die
also die Oberfliche in einem Kreise vom Radius a schneidet. Die Neigung
der Oberfliche in diesem Kreise gegen den Horizont sei ¢, und § ihre Span-
nung fiir die Breite Eins. Man lege ferner durch die Réhrenaxe und den
Punkt A eine Ebene, welche mit der ersten Vertikal-Ebene den Winkel ¢
bildet: die Liinge des Bogens der erzeugenden Curve von der Axe bis zum
Punkte A sei wieder s und # das Gewicht der Raumeinheit der Fliissigkeit.
Alsdann ist das Flichenelement gleich xd¢ . ds und der Druck der Fliissig-
keit gegen dasselbe gleich zxydpds. Dagegen ist das Element der Span-
nung der Oberfliche im Umfange des erwihnten Kreises gleich Sxd¢ und
das Element der Spannung in dem Durchschnitte der Oberfliche mit der
ersten Vertikal-Ebene gleich Sda.

Es ergeben sich hiernach die verschiedenen Krifte, welche auf die

halbe Oberfliche, und zwar in der Ausdehnung bis zu dem Kreise vom Ra-
dius & wirken, in folgender Art.
ganze Kraft, von

=0 bis d ==
o A TN [ —— N m——

Element der Kraft

1) der Druck der Flissigkeit
in vertikaler Richtung. . . wxy Cosp dg ds ww [xy Cosads
2) derselbe in horizontaler

Bliehfume - ¢« s o o o zxy Sine Sinpdg ds | 2z [ xy Sinads
3) die Spannung im Umfange

in vertikaler Richtung. . . Sx Sina de 7 Sx Sine
4) in horizontaler Richtung . | Sa Cosa Sing d¢ 2Sax Cosa
5) die horizontale Spannung :

in der ersten Vertikalebene Sds 2 fSds

die Bedingungen des Gleichgewichts sind daher

Sx Cose= fSds —« fxy Sinads
Sx Sine =« fay Cosads

H2
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Man differenziire wieder beide Gleichungen, und zwar in Bezug auf x, «
und S, sodann multiplicire man die erste Gleichung mit Cos ¢, die zweite:
mit Sin « und summire beide. Man findet alsdann

xd S+ Sdax = 8§ Cosads

aber
dx
COS r's J— 25
daher
xdS =o0
folglich
d S —)

oder diec Spannung ist in der ganzen Ausdehnung der Fliche constant: ich
bezeichne sie daher wieder mit T.

Es verdient bemerkt zu werden, dafs diese Unverinderlichkeit de1
Spannung nicht yon einer bestimmten Gréfse des Druckes herrithrt, sondern
schon aus der normalen Richtung desselben gegen die Oberfliche hervorgeht.
Wenn alle Elemente der Fliche nur normalen Pressungen ausgesetzt sind,
s0 kann in keinem Punkte eine Anderung der Spannung,eintreten, weil jede
einzelne Pressung rings um sich einen ganz gleichen Einflufs ausiibt, und
eine gleiche Anderung der Spannung hedlngt : :

Die zweite Gleichung wird, wenn man T fir S emfuhrt

TxSine == [ xy Cosads
oder
T xdy
V(@dx® + dy®)
differenziirt man diesen Ausdruck, und ordnet ihn gehﬁrig, so folgt
T _:l:_ dx d’y
T S

=g [ xydx

xV(dx T dx")]

Das erste Glied in der Parenthese ist offenbar gleich —P—, wenn g wieder den
Kriimmungshalbmesser der erzeugenden Curve bedeutet: das zweite ist Eins
dividirt durch die Normale von derselben Curve bis zur Réhrenaxe gezogen.
Es ist leicht zu iibersehen, dafs diese Normale der gréfste und ¢ der kleinste
Krummungshalhmesser der untersuchten Stelle der Oberfliche ist. Man hat

d der
.aherme er ~ y=£(_ _)

e
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Ich gehe nunmehr zur Vergleichung der aufgefundenen Gesetze mit
den Resultaten der Beobachtungen iiber. Man hat bisher vorzugsweise enge
Glasrshren bei den Capillar-Erscheinungen benutzt: in denselben lafst sich
jedoch die Erhebung der Oberfliche mit keiner grofsen Schirfe messen, und
itherdiefs ist die genaue Ermittelung der Rohrenweite gleichfalls sehr schwie-
rig. Dazu kommt noch, dafs man bei engen Réhren nicht sicher beurtheilen
kann, ob die Benetzung vollstéindig sei, woher man selbst bei moglichst
vorsichtigem und gleichmifsigem Verfahren, dennoch fortwihrend auffal-
lende Differenzen findet, die sehr hiufig eine Linie und oft noch mehr
betragen.

Dagegen lifst sich die Hohe einer Oberfliche, die man vollstindig
iibersehen kann, sehr sicher messen, wenn man sie mit einer Stahlspitze in
Berithrung bringt. So lange die Berithrung noch nicht erfolgt, bleibt auch
das Spiegelbﬂd unverzerrt. Bei der geringsten Einsenkung der Spitze be-
merkt man aber sogleich die verdnderte Spiegelung. Noch bequemer und

nicht minder genau wird die Beobachtung, wenn man die Stahlspitze zuerst
in die Fliissigkeit eintauchen lafst, und sie dadurch benetzt: senkt man sie
alsdann von Neuem langsam herab, so bildet sich bei der Berithrung mo-
mentan die sehr auffallende Erhebung des Randes.

Die Stahlspitze, die ich benutzte war mittelst eines biegsamen Drathes
an der obern Basis eines sorgfiltig abgedrehten Cylinders von Messing be-
festigt: dieser Cylinder liefs sich leicht und ohne Spielraum in zwei ent-
sprechenden Futtern vertikal auf und abschieben, und konnte durch eine
Schraube, auf der er aufstand, sanft gehoben und gesenkt werden. Um eine
Drehung zu vermeiden, war er der Lange nach mit einem Schlitze versehen,
inwelchen die Spitze einer Seitenschraube im untern Futter eingreift. An dem
Cylinder befand sich noch ein feiner Mafsstab, der sich vor einer Platte be-
wegte, die am Gestelle des Apparates befestigt war. Eine davor angebrachte
Loupe diente zur Ablesung. Die Hohe der zu messenden Oberfliche konnte
auf diese Weise bis auf den hundertsten Theil der Pariser Linie gemessen
werden. Die ﬁbereinstimmung der nach einander angestellten Messungen

 zeigte, dafs die Genauigkeit bis zu dieser Grenze wirklich erreicht wurde.

Es kam demnichst darauf an, diesen Apparat, dessen ich mich schon
sonst bei hydraulischen Versuchen bedient hatte, so zu benutzen, dafs ohne
Anderung seiner Stellung damit eben sowol der gehobene Wasserspiegel,
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als auch der allgemeine Horizont gemessen werden konnte. Diese Bedin-
gung erfiillte ich dadurch, dafs ich die Seitenwand, an welcher die Erhebung
der Oberfliche beobachtet werden sollte, um eine vertikale Axe drehte, so
dafs sie der Stahlspitze genéhert, oder davon entfernt werden konnte. In
einem Kistchen von Messir_lg, mit ebenem Boden, der jedesmal horizontal
gestellt wurde, stand diese Wand. Sie ruhte auf zwei Fufsschrauben und
liefs sich um einen Zapfen an der einen Seite drehen. An dieser Wand war
noch die Vorrichtung angebracht, dafs man andere Scheiben daran befesti-
gen, und sonach auch die Erhebung des Wassers zwischen zwei parallelen
Scheiben beobachten konnte. Die Wand wurde immer so gestellt, dafs der
zu untersuchende Punkt des gekriimmten Randes der Oberfliche sich genau
unter der Stahlspitze befand, und diese traf wieder die horizontale Ober-
fliche der Fliissigkeit, sobald die Wand zuriickgeschoben wurde. Bei Ver-
stellung der Wand trat aber keine Verinderung im Stande der Flussigkeit
ein, indem die Wand mit allem Zubehor sich nur horizontal bewegte, und
folglich immer derselbe Theil von ihr unter Wasser blieb. An der Wand
liefs sich endlich noch ein Zeiger befestigen, der sich iiber einem Gradbogen
bewegte, und zur Bestimmung der jedesmaligen Entfernung der Stahlspitze
von der Wand diente. : _ .

‘Bei allen B,g_gggggﬂt%ﬁgg};abe ich mich bemiiht, eine moglichst voll-
stindige Benetzung der Scheiben und iberhaupt der Winde eintreten zu
lassen, weil sonst die Resultate ganz vom Zufalle abhingig sind und jede
Ubereinstimmung aufhort. Die Benetzung von Holz-, Glas- und Thon-
schiefer-Scheiben mit Wasser bot keine Schwierigkeit. Auch an Messing-
Scheiben haftete das Wasser, wenn sie vorher etwa cine Stunde lang unter
Wasser gelegen hatten.

In dem erwihnten Kistchen, welches bis zum Rande und sogar etwa
eine Linie dariiber mit der Flissigkeit angefillt werden konnte, bildete sich
lings der Scheibe, oder auch zwischen zweien an der beweglichen Wand
befestigten Scheiben eine ganz regelmifsige und spiegelnde hohle Fliche,
deren Erhebung in jedem beliebigen Abstande mittelst der Stahlspitze scharf

gemessen werden konnte. Diese spiegelnde Fliche kriimmte sich aber jedes-

mal in der Art, dafs sie in die Ebene der Scheibe iiberging. Auch Laplace
sagt, dafs der Neigungswinkel unter welchem die Wasserfliche gegen eine
Glasscheibe tritt gleich Null sei, und Poisson nimmt mit Recht an, dafs
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dieses iiberall geschieht, wo die Benetzung vollstindig ist. Es kann in der
That auch nicht anders sein, denn wenn die Oberfliche der Flissigkeit nicht
durch eine sanfte Kriimmung in die der Scheibe tibergehen sollte, wihrend
sie sich auf der letzten vermdge der Benetzung noch fortsetzt, so wiirde eine
scharfe Kante entstehen, die einem unendlich kleinen Kriimmungshalbmesser
entspriche. Ein solcher wiirde abernach der obigen Entwickelung einen un-
endlich grofsen Druck auf diesen Theil der Oberfliche zur Folge haben,
und sonach die vorstehende Kante sogleich herausziehn.

Um in dieser Beziehung auch andere Fliissigkeiten zu priifen, gols ich
geschmolzenes Zinn gegen eine aufrecht stehende verzinnte Blechscheibe,

-und drehte nachdem Alles erkaltet war und ich die Oberfliche durch einen

starken Uberzug von Siegellack gegen Beschidigungen gesichert hatte, den
Gufs in der Art ab, dafs ein normaler Querschnitt dargestellt wurde, und
die Kriimmung genau untersucht werden konnte. Es zeigte sich jedesmal,
dafs die Oberfliche in die Ebene der Wand iiberging. Wenn dagegen die
Blechscheibe nicht verzinnt war; so erfolgte keine Benetzung und die Ober-
fliche des geschmolzenen Zinnes kriitmmte sich in dhnlicher Weise abwirts,
so dafs sie wieder ungefihr von der Ebene der Wand tangirt wurde. Die
letzte Erscheinung gab sich aber nie mit derselben Deutlichkeit, wie die erste
zu erkennen, und héufig trat sogar die Oberfliche des Zinnes sehr stumpt
gegen das Blech. Es wire daher moglich, dafs in diesem Falle, eben so wie
in den Barometer-Rohren die Benetzung nie ganz aufthort, und in Folge zu-
filliger Umsténde bald in grofserem bald in geringerem Grade jedesmal ein-
tritt. Mit dem beschriebenen Apparate untersuchte ich zuerst das Ansteigen
der Oberfliche des Wassers an einer einzelnen vertikal stehenden Planscheibe.
Die Gleichung der erzeugenden Curve lifst sich fiir diesen Fall ohne Schwie-
rigkeit aus der obigen allgemeinen Gleichung herleiten.

y bezeichnet die Hohe eines Punktes iiber oder unter dem allgemei-
nen Horizonte, in welchem kein Druck statt findet, a seinen Abstand von
der vertikalen Wand, ¢ den Kriimmungshalbmesser fiir diesen Punkt, und
@ die Neigung der daselbst gezogenen Tangente gegen den Horizont
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oder
m ?— = Sin adea
folglich
—2';%- = — Cosa++C

An der Stelle, wo die Oberfliche horizontal, oder e = o ist, wird ¢ unend-
lich grofs, daher

C=+41
daraus ergiebt sich .
toe m
T 1 — Cosa
oder
Vm s NI i el
e Re e s

Fiir den hochsten Punkt der Curve, der also in der Wand liegt, ist nach
der obigen Bemerkung « = 4 7. Das zu diesem Punkte gehorige y sei=H,
alsdann findet man :
H = Vzm oder m = %—He

Der Kriimmungshalbmesser r dieses Punktes ist

m

Endlich folgt hieraus noch ~ -
Cosaa =1 — ;I !

Um die Gleichung fiir  zu entwickeln, fithre man in dem Ausdrucke

de = — Cotga.dy

statt der Cotangente den Cosinus ein, und schreibe fiir diesen den eben an-
gegebenen Werth von Cos . Man findet alsdann durch Integration dieser
Gleichung

s L Yo RV

—VeH —y%)+H

V2 (t+V2)r
Fiir y = 0 wird o unendlich grofs: die Curve néhert sich daher nur asym-
ptotisch der Horizontalen.

Die Beobachtungen, welche zur Vergleichung dieser Formel mit der
wirklichen Gestalt der Curve dienen sollten, wurden mit Brunnenwasser und
an einer plan abgedrehten und matt geschliffenen Messing -Scheibe angestellt.
In Bezug auf die spiter zu erwihnenden Verdnderungen, welche die Ober-
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fliche des Wassers erfihrt, bemerke ich noch, dafs das Wasser etwa eine
Stunde im Kasten gestanden hatte, bevor Alles zu den Messungen vorbe-
reitet war. :

Uber die Ausfithrung der Messungen ist noch zu erwihnen, dafs ich
nach gehoriger Berichtigung und vertikaler Aufstellung des ganzen Appara-
tes zuerst die Hohe des allgemeinen Horizontes bestimmte, indem ich die
Scheibe etwa einen Zoll von der Stahlspiize entfernte. Die Stahlspitze war
vorher ein wenig seitwirts gebogen, so dafs ihre konische Seitenfliche mit
der Scheibe in Berithrung gebracht werden konnte. Auch die Dicke der
Spitze war mit der Loupe untersucht und gleich 0,025 Linien gefunden
worden. Diese Bestimmung mufste bei Ermittelung der Abstinde, oder
der Werthe von « beriicksichtigt werden, weil der Nullpunkt der x sich
nicht unmittelbar messen, sondern nur dadurch auffinden liefs, dafs ich die
Scheibe soweit vorriickte, bis sie die conische Oberfliche der Nadelspitze
bertiihrte.

Die grofste Schwierigkeit bestand darin, die Erhebung der Ober-
fliche unmittelbar an der Scheibe zu messen: ein Eintauchen der Spitze
durfte hier nicht erfolgen, weil ein solches die Oberfliche weit an der Wand
heraufzog. Wenn man indessen die Spitze in geringer Entfernung liefs, so
konnte man bei Betrachtung der Curve im Profile schon ungefihr denjeni-
gen Punkt erkennen, in welchem die Curve in die Vertikale iibergeht, und
hiernach die Spitze einstellen. Viel schirfer wird indessen diese Messung,
wenn man das Auge etwas seitwirts, jedoch ungefibr in gleicher Héhe mit
dem obern Rande der Oberfliche hilt. Senkt man alsdann die Spitze bis
unter den Punkt, den man bestimmen will, ohne jedoch die Oberfliche zu
beriihren, so sieht man auf der Oberfliche das Bild der Spitze. Dieses Bild

ist nicht umgekehrt, aber gekriimmt, und reicht tiefer herab, als die Spitze
selbst. Dieses geschieht so lange als die Spitze noch tiefer als der Endpunkt
der Curve schwebt. Man schraubt sie daher langsam aufwirts, bis ihr Bild,
welches im obern Theile immer schwicher wird, endlich in gleicher Hohe
mit der wirklichen Spitze sich zeigt. Die Messung wird auf diese Art ziem-
lich genau, wiewohl sie lange nicht die Schirfe erreicht, als wenn man die
Nadel unmittelbar mit der Oberfliche in Beriihrung bringen kann. Ich mufs
indessen bemerken, dafs ich bei dieser ersten Untersuchung keineswegs die

Bestimmung der Constante beabsichtigte, sondern mich nur davon iiber-
Physik.-math. K. 1845. I
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zeugen wollte, ob die Curve der Oberfliche sich der vorstehenden Gleichung
anschliefst, oder wesentlich davon abweicht.

Dic Beobachtungen wurden in der Art angestellt, dafs die Scheibe,
nachdem sie der Nadel moglichst genihert war, nach der Eintheilung des
Kreishogens nach und nach weiter entfernt, und zuletzt so weit zuriickge-
schoben wurde, dafs die Nadel wieder in die horizontale Fliche traf. Hier-
auf benetzte ich die Scheibe aufs Neue, und stellte eine neue Beobachtungs-
reihe an. Die Hohe des freien Horizontes ergab sich hierbei unverindert
gleich grofs, und alle gemessenen Erhebungen (y) sind hierauf reducirt.
Die angegebenen Zahlen, sowie alle folgenden Lingenmaafse bedeuten

Pariser Linien.

x  nach den Beobachtungen ¥ x Abwei-
gemessen i I | 1 | v ‘ 62 im Mittel | berechn. | chung.
0,00 1,38 1,27 1,39 1,46 1,37 1,37
0,31 0,64 0,69 0,69 0,74 0,73 0,70 0,33 | =+ 0,02
0,63 0,44 0,47 0,46 0,57 0,52 0,49 0,63 0,00
0,94 0,31 0,30 0,34 0,38 0,36 0,34 0,96 | - 0,02
1,26 0,22 0,22 0,25 0,24 0,26 0,24 1,28 | - 0,02
1,57 0,17 0,17 0,17 0,21 0,16 0,18 1,56 | — 0,01
1,88 0,13 0,13 0,09 0,14 0,11 0,12 1,95 | =+ 0,07
2,50 0,08 0,04 0,05 0,09 0,07 0,07 2,47 1 — 0,03
3,13 0,04 0,02 | 0,03 0,04 0,06 0,04 3,00 | — 0,12
3,74 0,01 0,02 0,01 0,02 0,02 0,016 |. 3,90 | -4 0,16

Die in der achten Spalte enthaltenen Werthe von «x sind in der Art
perechnet, dafs das zu o = o gehorige y oder II gleich 1,37 angenommen
wurde. Die grofsen Abweichungen, welche fiir die letzten x zwischen der
Messung und der Berechnung vorkommen, erkliren sich dadurch, dafs fur
grofsere Abstinde von der Scheibe eine sehr geringe Anderung des ‘Werthes
von y schon eine bedeutende Verschiedenheit in der Grofse von x bedingt.
Im allgemeinen schliefsen die Resultate der Rechnung sich so gut an die
Beobachtung an, dafs kein Mifstrauen gegen die theoretische Auffassung
der Aufgabe erweckt wird.

Es ergiebtsich aus diesen Beobachtungen der Werth der Constante, oder
m=0,94 und der kleinste Kriimmungshalbmesser oder r=0,68 Pariser Linien.

An die bewegliche Wand des Apparates befestigte ich nach einander
auch Scheiben von Buxbaum, Thonschiefer und Glas, und fand die Erhe-
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bung der Oberfliche jedesmal mit der an der Messingscheibe beobachteten
so genau iibereinstimmend, dafs die sehr geringen Abweichungen nur als
Folge der Beobachtungsfehler angesehen werden mufsten. Die obige Her-
leitung ist daher auch in sofern richtig, als darin vorausgesetzt wurde, dafs
das Material der Wand keinen Einflufs auf die Capillar-Erscheinung ausiibt,

‘wenn nur die Benetzung vollstindig ist.

Mit weit grofserer Schirfe lifst sich die Erhebung der Oberfliche
zwischen zwei senkrecht und parallel aufgestellten Planscheiben beobachten,
und es diirfte kaum eine andre Methode geben, welche so sicher, wie diese,
zur Bestimmung der Constante fithrt. Die Rechnung ist fiir diesen Fall frei-
lich bedeutend schwieriger, aber sie vereinfacht sich doch sehr wesentlich,
wenn man die Form der Curve unbeachtet lifst, und sich allein auf die
Hohe des Scheitelpunktes in der Mitte zwischen beiden Scheiben und auf
die grofste Erhebung der Oberfliche unmittelbar neben den Scheiben be-
schrinkt.

Ich habe hierbei die folgende Methode gewihlt:

3

mdx.d%y

(da®+dy?)*
auf beiden Seiten mit dy multiplicirt und integrirt, giebt

e s mdx
e T,

Nenne ich die Erhebung der Oberfliche im Scheitel 4, so ist fiir y = A, der
‘Werth von —Z:% =0, also

C=+th—m
daher

2mdx

Y@+ a0

h*— =

~ Wenn ferner die Erhebung der Oberfliche neben der Wand mit A’ bezeich-

net wird, so folgt, da fir y» = A’ der Werth von —f,{;— = o0 ist,
Ri— hP=2m
12

e e i iR
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Fiihre ich diesen Werth von m in die Differenzial - Gleichung ein, so ist

dy® = (hrz_hZ)e
dxtine (krz_yg)z T
oder 3
e B = o3
div = E=my— =777 7
Setze ich :
Bi—y?  a.
h»’!__k2 o Sln q’
und
L
1 — = =
so ist
dex=1gt ¢ .dy
aber
ANEA 3 —nCospde
dy = }l M —V—(T:;‘—STB'-J)- :
folglich
2dx K Sin ¢
B i Y(t — p Sin ¢) %
oder

1 wSin ¢
a—w  Ta—wsap o
Diesen Ausdruck lése ich in eine unendliche Reihe auf, welche nach den
Potenzen von i Sin ¢ ansteigt, und integrire die einzelnen Glieder zwischen
den Grenzen ¢ =0 und ¢ = 7. Diese Grenzen ergeben sich dadurch,
dafs in dem Ausdrucke

dx __
=

i B2 —y®
SlntP: 7 4

N L
2 hE

y seinen Werth swischen % und A’ verindert. Auf diese Weise verschwin-
det ¢ in dem Resultate und die Reihe enthilt nur die Potenzen von (.

Nennt man den Abstand der beiden Scheiben 24, so erhilt man durch
die Integration

T = Wamg e EfE + [ ]

£ us.w. sind die Zahlen-Coefficienten, welche sich aus der ange-

deuteten Rechnung herleiten lassen. Ich theile ihre Werthe nachstehend
bis zum zwanzigsten Gliede mit, und zwar, da die Berechnung doch jedes-
mal logarithmisch gemacht werden mufs, gebe ich nicht die Zahlen selbst,
sondern deren Logarithmen

R JLi RN et e i
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fiir das 1% Glied (log f) 0,00000
sy e B0 e (10 S 9,59406
P i (log fﬂ) 9,39794
& i St e & & 095206500
A e 35 e e e e e 9516385
b ey 9l L ungobe0s
winciny 1T o S +059,04337
w w B8° s e e e w 8395409
B ae O RS e 5 5:90200
R iy | TONSE e s a0 s Ak
5 <ty PERn S lageangry w8 IaEE
» om0 12° gl mendee w0 i85 TI523
5w BT w & s x o« BAO0E
n n 14° 95 = e % o « 8570752
o e BB g . k4 s 8,6LE6
S e MBI e ke e 18364896
” ’T) 171: e T T 3,622}11
o o 18w e e s e BEIHD
o w19 S R Ly
4y gy I Bt i e tmw wi bR

Mit Benutzung dieser Coefficienten ist die Rechnung nicht besonders miih-
sam: sie wird aber noch viel leichter, wenn man fiir verschiedene Werthe
von p die zugehdrigen -~ berechnet und tabellarisch zusammenstellt. Ich
theile eine solche Tabe]]e am Schlusse dieser Abhandlung mit, und bemerke,
dafs die Werthe von 57— in folgender Art gefunden sind. Aus den obigen

Gleichungen
Ai—h’=2m

und
= K # -~y P ) '{ ¢
v b Z;a < /o‘/
ergiebt sich durch Elimination von 4’
g T
oder T =
Vm=hY e
folglich
a- @ 2 (1 —w)
Yoy, il V "

Die Rechnung wird hiernach aufserordentlich leicht. Will man aus
dem gemessenen Werthe von % die Constante m finden, so sucht man den

-
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bekannten Werth von ~z— in der zweiten Columne auf und geht aus dieser in
die Columne der ;7 tiber. Wenn man dagegen m kennt und % sucht, so
geht man umgekehrt aus der vierten in die zweite Columne iiber. Da die
Rechnung wohl gewshnlich logarithmisch gefiihrt werden diirfte, so habe
ich in einer zweiten Tabelle noch die Logarithmen derselben Gro{sen zusam-
mengestellt, und bei ibrer Benutzung hat man noch den Vortheil, dafs die
Differenzen der - sehr nahe halb so grofs sind, als die der .

Dieses Zusammentreffen der Differenzen erklart sich dadurch, dafs
man niherungsweise den Kriimmungshalbmesser im Scheitel der Curve dem
halben Abstande der Scheiben, oder gleich a setzen kann, aldann wiirde

m
h= —

oder
R m

sein, folglich sind die Zahlen der zweiten Spalte niherungsweise die Qua-
drate von denen der vierten.

Eine zweite Niherung lifst sich noch dadurch darstellen, dafs man
annimmt, die erzeugende Curve sei eine halbe Ellipse, deren grofster und
kleinster Durchmesser gleich za und 2 (' — k) sind. Der Kriimmungshalb-
messer am Ende der vertikalen Axe oder in der Mitte zwischen beiden Schei-
ben ist alsdann gleich —h—“_f-,; und der Kriimmungshalbmesser am Ende der
horizontalen Axe oder im Endpunkte der Curve neben der Wand gleich
(—"'—%@:. Die Gleichung

\ 1=
giebt hiernach
o m (K'—h)
und
s ma
K=

Verbindet man beide Ausdriicke, indem man m eliminirt, und setzt man
der einfachen Bezeichnung wegen

B—h __ =
el

so folgt
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a@

_h—=n];(z+n) -

und 1 L
m

Diese Rechnungsart fithrt zu Resultaten, welche, so lange 4 nicht
grofser als + ist, bis auf 1+ oder 2 Hunderttheile mit denen der scharfen
Rechnung iibereinstimmen. Man wird indessen der letzten um so mehr den
Vorzug geben, als sie bei Benutzung der erwihnten Tabelle sogar noch leich-
ter ist, als diese annihernde Rechnung.

Bei Anstellung der Messungen kam es vorzugsweise darauf an, die
beiden Scheiben méglichst parallel zu einander aufzustellen, und ihren Ab-
stand genau zu ermitteln. Sie wurden an der oben beschriebenen bewegli-
chen Wand befestigt, und zwar durch zwei Schrauben, die etwa einen hal-
ben Zoll tief unter der Oberfliche des Wassers blieben. Ich liefs diese
Schrauben noch durch eine dritte Messing-Scheibe greifen, welche die ge-
genseitige Stellung der beiden ersten reguliren sollte, und zwar war diese
so niedrig, dafs sie ganz unter Wasser blieb. Sie war auf beiden Seiten mit
moglichster Vorsicht auf der Planscheibe abgedreht, und schwach geschliffen.
Thre Dicke bestimmte ich durch denselben Apparat, der die Stahlspitze trug:
ich schob sie namlich zwischen den Cylinder und die Schraube, auf welcher
derselbe steht. Dabei verinderte ich wiederholentlich die Lage der Scheibe,
um mich zu iiberzeugen, ob sie tiberall gleich stark sei, und liels abwech-
selnd auch den Cylinder unmittelbar auf der Schraube aufstehen. Fiinf
A Messungen, unter denen das Maximum nur um 0,01 Linie vom Minimum
abwich, ergaben die Dicke der Scheibe gleich 1,245 Pariser Linien: der
Werth von a ist sonach o,6225. Hierauf beziehen sich die folgenden Beob-
achtungen. Die beiden andern Scheiben, zwischen welchen die Erhebung
der Oberfliche eintrat, waren gleichfalls vorsichtig abgedreht und schwach
geschliffen. Dieses gilt eben sowohl von der Messing - als von den Schiefer-

scheiben.

Die Bestimmung der Héhe, in welcher die Nadelspitze die Ober-
fliche in der Mitte zwischen den Scheiben beriihrt, konnte sehr sicher ge-
schehen, da in dem glinzenden gekriimmten Spiegel bei Anniherung der
Nadel das Bild derselben von unten und zwar verkehrt heraufstieg. Dieses
Bild diente zugleich zur Beurtheilung des Standes der Scheiben: wenn die
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Nadel sich némlich nicht in der Mitte befand, so trat ihr Bild von der Seite
hervor, und war gekriimmt. Vor und nach jeder solchen Beobachtung
wurde die Wand abgeschoben, und die Nadel mit der horizontalen Ober-
fliche des Wassers in Beriihrung gebracht. Aufserdem habe ich mehrfach
bei dieser Gelegenheit auch noch die grofste Erhebung der Oberfliche an
der innern Seite der Scheiben, so wie auch an deren iufserer Seite gemessen,
und sonach nicht nur den Werth von %, sondern auch von 4’ und H be-
stimmt. Endlich bemerke ich noch, dafs die Scheiben vorher im Wasser
gelegen hatten, und sie vor jeder Beobachtung mit einem Pinsel benetzt
wurden. Es liefs sich aber bei dieser Aufstellung des Apparates immer sehr
deutlich erkennen, wenn an irgend einer Stelle die Benetzung nicht voll-
stindig war, und das Wasser nicht zur vollen Héhe heraufstieg, indem
die Regelmifsigkeit der spiegelnden Fliche dadurch sehr auffallend gestort
wurde.

Die grofse Anzahl von Messungen, die ich mit diesem Apparate an-
gestellt habe, sollten die auffallenden Unterschiede erkliren, welche sich in
der Erhebung der Oberfliche des Wassers zeigen, wihrend alle iufsere
Umstinde genau dieselben zu sein scheinen. Es ist meine Absicht, die Un-
tersuchung hieriiber spiter fortzusetzen, hier bemerke ich nur, um die Unter-
schiede in den Resuliaten zu erkliren, dafs die Erhebung um so gréfser ist,
je frischer die Oberfliche ist. Bringt man Theilchen aus dem Innern an die
Oberfliche, so zeigt sich die Capillar-Erscheinung am auffallendsten, aber
in der Zwischenzeit von einer halben Minute ist sie schon sehr merklich ge-
ringer geworden. Diese Verminderung dauert nicht nur mehrere Stunden,
sondern in geringem Maafse sogar Tage lang fort, und am tiefsten sank die
Oberfliche, wenn das Wasser kochte. Beim spitern Erkalten blieb die Er-
hebung der Oberfliche fast eben so geringe, wie sie beim Kochen’ gewesen
war. Hs giebt noch eine andere Erscheinung, welche gleichfalls die Verin-
derung der Oberfliche des Wassers erkennen lifst: ein Oeltropfen verbrei-
tet sich namlich mit grofser Schnelligkeit iiber die frische Oberfliche und in
einem Momente erscheint der irisirende Farbenschein auf dem ganzen Was-
serspiegel, hat das Wasser dagegen schon einige Stunden oder Tage gestan-
den, wenn es auch durch eine Glasglocke oder: eine andere Abschliefsung
gegen den Staub geschiitzt war, so bleibt der Oeltropfen ruhig liegen, und
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seine Verbreitung verbunden mit dem Irisiven stellt sich entweder gar nicht,
oder doch nur sehr langsam ein.

Ich will einige Beobachtungen, die mit dem beschriebenen Apparate
gemacht wurden, hier anfithren, um einerseits die ﬁbereinstimmung mit der
vorstehenden theoretischen Herleitung, andererseits aber auch die erwihnte
Verinderung der Spannung der Oberfliche oder der Constante m zu zeigen.
Tch fand bei destillirtem Wasser und mit Benutzung der Messingscheiben:

I: A=111 A = 238 H = 1,10
unmittelbar darauf
o: h=1m1 b = 2,35 H = 1,54
und nach zwei Stunden .
mi: A=1,71 b =229 H = 1,55
Legt man die beobachteten Werthe von %2 zum Grunde, so ergiebt die
Rechnung:
Tund IT: m = 1,179 B = 2,34 H = 1,54
Im: m=1,174 h = 2,28 H = 1,51
Fiir Brunnenwasser fand ich
IV: A= 1,58 B = 2,155 H = 1,36
V. A= 1,575 h = 2,105 H = 1,u
VI: A =153 B = 2,085 H = 1,39
VII: A= 1,58 B = 2,04 H = 1,39

Die Beobachtungen IV und V, so wie auch VI und VII wurden unmittelbar
hinter einander angestellt, dagegen betrug die Zwischenzeit zwischen den
beiden mittleren etwa eine Stunde. Aus den Werthen von £ finde ich

IV: m = 1,06 h =25 H = 1,6

V: m=1,06 h = 2,14 H = 1,45
VI: m= 1,03 R = 2,10 H = 1,3
VII: m = 1,02 h = 2,09 H = 1,43

Die Ubereinstimmung der beobachteten und berechneten Werthe von
%' ist der Sicherheit der Messung ganz entsprechend. Die Erhebung des
Randes an der dufsern Seite der Scheibe oder I zeigt dagegen etwas regel-
mifsigere Abweichungen, die indessen leicht von einer verschiedenartigen
Verinderung der durch die Scheibe getrennten Oberfliche herrithren mégen.
Endlich erwihne ich noch, dafs ich mich bemiihte, das Maximum der
Erhebung der Oberfliche oder das grofste 2 oder m aufzufinden. Durch
Physik.-math. KI. 1845. K
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Hinzugiefsen von frischem Wasser lifst sich dieses nicht erreichen, weil ver-
muthlich dieselben Theilchen, welche bisher die Oberfliche bildeten, immer
aufs Neue herauftreten, dagegen stellt sich die stirkere Spannung sehr bald
ein, wenn man wiederholentlich die Oberfliche zwischen den beiden Schei-
ben mit reinem, dicken Léschpapier abhebt. Dieses ist in den nachstehen-
den Beobachtungen vor jeder einzelnen Messung geschehen, und ich be-
merke noch, dafs ich dieselben méglichst schnell einander folgen liefs, weil
nur dadurch die grofsten Werthe von 4 und m zu erreichen waren.

Bei destillirtem Wasser oy

h = 1,61 m = 1,088 = YFYM = 3
= 1,77 = 1,18
= 2,00 = 1,32
= 2,14 = 1,42
=28 = 1,44
= 2:24 = 1,48
= 2,24 = 1,48 o g
= 9,27 = 1,504 = 4049

Bei Brunnen-Wasser

h = 1,69 m = 1,13
= 4,85 = 1,23
= 1,95 ="1j00
= 2,02 = 1,33
= 2,09 = 1,38
= 2,13 = 1,41
=27 = 1,43
=248 = 1,44
= 2,20 = 1,45
= 2,23 = 1,48

Zwischen destillirtem und Brunnenwasser findet sonach kein merklicher Un-
terschied statt.

Die Erhebung oder Senkung der Oberfliche in senkrecht aufgestell-
ten cylindrischen Réhren ist durch die Gleichung
¢ ¢
bedingt. Die Differenzial - Gleichung fiir die Form der Oberfliche ist hier-
aus leicht zu finden, aber die Integration derselben bietet grofse Schwierig-
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keiten dar. Poisson giebt die drei ersten Glieder des Ausdrucks an.. Wenn
niimlich @ den Halbmesser der Rohre und /4 die Erhebung der Oberfliche
in deren Axe iiber dem allgemeinen Horizonte bedeutet, so ist

h..—_.'—zai— %--I- -:—;(10g4—1)

oder

2m a? a’
h=—-—(1-——-§—.——+o,0322. g)
a m m

Wenn % bekannt ist, findet man hienach m aus der quadratischen

Gleichung '
m? — +~ma (b + +a) =— 00322 .a"

Ein anderer Niherungswerth lifst sich leichter darstellen, wenn man
annimmt, dafs die erzeugende Curve der Oberfliche der Quadrant einer El-
lipse sei, deren kleine Axe in der Axe der Rohre liegt, und deren grofse
Axe die Oberfliche neben der Rohrenwand trifft.

Fiir den tiefsten Punkt der Oberfliche, oder in der Axe der Réhre, ist

AR e
wenn /' wieder die grofste Erhebung der Oberfliche neben der Réhrenwand
bezeichnet. Fiir einen Punkt der Oberfliche, der in dieser Hohe A liegt,
ist aber

e .  — R)*®
und 5
g' —— /]
Man hat also
A 2m (k"— h)
— -
und
ma m
b= =t T
Wenn man /' eliminirt und
2m e
et
setzt, so findet man "

4 2 a
4t —2c=—
[ C c A

Wiire die Oberfliche eine halbe Kugelfliche, oder 2’ — & = a, so wiirde man

Zm

—_— =1

ah

K2

T

e
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finden. Man kann daher Eins als ersten Niherungswerth von ¢ ansehen,
und sonach

c=1-4 A
setzen. Man findet alsdann, wenn die hohern Potenzen von A vernachlis-
sigt werden

folglich

und hieraus

Aus den im Folgenden mitgetheilten Beobachtungen habe ich nach
beiden Methoden den Werth der Constante m hergeleitet. Der Unterschied
ist nicht bedeutend. Auch die Summen der Quadrate der iibrig bleibenden
Abweichungen fand ich fiir beide Rechnungsarten nahe gleich : nichts desto
weniger verdient die erste Methode ohne Zweifel als die richtigere den
Vorzug.

Die Beobachtung der Capillar-Erscheinung in engen cylindrischen
Glasréhren ist zwar iiberaus bequem, auch stellt sich die Erhebung oder
Senkung der Oberfliche darin sehr auffallend dar; die Messung ist aber,
wie bereits erwihnt, weit weniger scharf auszufithren, als zwischen zwei
Planscheiben. Wenn indessen cine genauere Messung dabei auch méglich
wire, so wirden die Resultate doch immer nicht dieselbe Sicherheit haben,
weil die Erscheinung selbst hochst unregelmilsig eintritt, und sonach die
Fehler der Ablesung kaum in Betracht kommen. Man versuche eine Glas-
rohre, deren lichte Weite etwa eine halbe Linie betréigt, abwechselnd zu
verstellen und jedesmal die Erhebung zu messen, withrend man fir die gehs-
rige Benetzung der Winde sorgt, und alle dufsere Umstinde ganz unveriin-
dert dieselben zu sein scheinen, so wird man doch finden, dafs die Erhe-

bung sehr verschieden ausfillt, und Differenzen von einer vollen Linie gar
nicht selten sind. Der Grund hiervon mufs ohne Zweifel in dem Mangel an
Beweglichkeit der Oberfliche gesucht werden (wie dieses sich auch im Ba-
rometer zeigt), aufserdem aber tritt auch hier wieder die auffallende regel-
miifsige Verdnderung ein, in Folge deren das Wasser nach und nach in der
Rohre einen immer tiefern Stand einnimmt. Die unregelmiifsigen oder zu-
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filligen Abweichungen werden aber um so grofser, je tiefer die Flissigkeit
herabsinkt. Die grofste Ubereinstimmung findet man noch, wenn jedesmal
eine frische Oberfliche gebildet wird, und dieses ist leicht zu erreichen,
wenn man vor jeder Messung einige Tropfen aus der Rohre aussaugt. Man
thut aber wohl, in das obere Ende der Rohre vorher einen Faden zu ste-
cken, damit nicht etwa Schleim aus dem Munde hineintritt. Sobald die fri-
sche Oberfliche dargestellt, und der Faden wieder herausgezogen ist, mufs
man moglichst schnell die Ablesung machen, weil die Hohe sich nach einer
halben Minute schon sehr merklich verindert.

Was die sonstige Anordnung dieser Beobachtungen betrifft, so maalfs
ich die Erhebung des Wassers an einem seitwirts senkrecht aufgestellten
Kleinen Maafsstabe, der zwar nur in ganze Linien getheilt, aber mit lang
ausgezogenen Theilstrichen verschen war, um lings denselben beim Visiren
von der Seite die Hohe etwa bis auf ein Zehntheil einer Linie sicher schitzen
su kénnen. Der Maafsstab war mittelst einer Schraube sanft zu heben und
zu senken, und trug am untern Ende eine Stahlspitze, welche den Wasser-
spiegel in hinreichendem Abstande von der Rohre, also an einer Stelle be-
rithrte, wo derselbe bereits horizontal war. Es verdient kaum erwihnt zu
werden, dafs man von dem dunkeln Streifen, der die Oberfliche des Was-
sers in der Rohre markirt, nicht etwa die Mitte, sondern die untere Grenze
bei der Ablesung beriicksichtigen mufs.

Ich stellte die Beobachtungen mit sieben verschiedenen Rohren an:
dieselben wurden auf 4o bis s0 Linien mit Quecksilber angefillt, und aus
dem Gewichte desselben und der Linge des Quecksilber-Fadens bestimmte

ich ihre Weite. Hierdurch ist der Werth von @ oder der lichte Halbmesser A

der Rohren gefunden. Die mit k iiberschricbenen Spalten bezeichnen die
gemessene Erhebung des Wassers in der Oberfliche, jedes einzelne 4 ist aber
schon das Mittel aus drei Beobachtungen, die unmittelbar nach einander
angestellt wurden. Die Reihe I bezicht sich auf Brunnenwasser, dagegen 11
und TII auf destillictes Wasser. In den letzten beiden Spalten sind die
Werthe der Constante angegeben, wie sie nach den vorstehenden Formeln
fir jede einzelne Rohre aus dem Mittelwerthe der Messungen gefunden wur-
den, und zwar m nach Poisson’s Formel und m' fiir die Annahme des ellip-
tischen Bogens. Endlich mufs ich bemerken, dafs die Réhre A bei niherer
Untersuchung ihrer Enden mit der Loupe nicht ganz cylindrisch zu sein
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schien, woraus es sich erkliren wiirde dafs aus den damit angestellten Beob-
achtungen der Werth von m sich etwas grofser, als bei den'iibrigen Réhren
ergab. :

/e nach den Beob. h
= Il . H M |im Mittel | ™ ‘ <
Rohre A | 0,205 10,13 | 10,04 | 10,08 | 1,501 | 1,508
% D | 633 8,54 8,56 8,40 8,50 | 4,447 | 1,455
w O 0445 7,02 6,96 6,64 6,87 | 1,445 1,458
w D] 0,546 5,21 5,16 5,15 ST | 1,459 | 1,478
w B | o641 4,28 4,32 4,24 428 | 1,450 | 1,473
P | I 2 3,73 3,74 3,70 3,72 | 1,483 | 1,512
» -G | v76% 3,69 3,56 3,52 3,59 | 1,462 | 1,494

‘Der mittlere Werth von m nach der Poisson’schen Formel ergiebt
sich hiernach gleich 1,464, und wenn man die mit der Réhre 4 angestellten
Beobachtungen ausschliefst, 1,45s. Beide stimmen nahe mit denjenigen iiber-
ein, welche aus der Erhebung der Oberfliche zwischen parallelen Scheiben
hergeleitet waren, wenn fiir die méglichste Erneuerung der Oberfliche ge-
sorgt wurde.

Die auf verschiedene Weise angestellten Messuugen der Erhebung
der Oberfliche des Wassers zeigen sonach eine ﬁbereinstimmung , wie
man sie bei den regelmifsig eintretenden und zufilligen Verinderungen nur
erwarten kann. Gegen die Richtigkeit der Voraussetzungen, auf welche die
Rechnung basirt ist, begriindet sich sonach kein Zweifel.

Die Kraft womit die Theilchen der Oberfliche sich gegenseitig anzie-
hen, oder an einander haften, kann man nach dem Obigen durch die S pan-
nung oder die Festigkeit messen, welche sie bedingt. Ihre Grofse er-
gab sich fiir einen Streifen, dessen Breite gleich einer Pariser Linie ist

T=—:i

wenn m die ermittelte Constante und % das Gewicht von einer Pariser Cubik-
Linie Wasser ist. Beim Wasser stellt sich m in der ganz frischen Oberfliche
als Maximum dar, und sein Werth betrigt tibereinstimmend fiir destillirtes-
und Brunnenwasser ungefihr 1,48. In sehr kurzer Zeit vermindert sich in-
dessen diese Grofse, und wenn vollends das Wasser gekocht hat, und wie-
der abgekiihlt ist, so reducirt sie sich auf 0,9. Bei starker Erhitzung des
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Wassers ist sie sogar noch geringer, doch werden bei hoheren Temperatu-
ren die Beobachtungen ganz unsicher, weil die Scheiben sehr schnell trocknen,
so dafs oft der umgebogene Rand wegen fehlender Benetzung verschwindet,
und die Capillar-Erscheinung periodisch ganz aufhort. Das Niederschlagen
des Dampfes am obern Theile der etwas kilteren Scheiben wirkt aber auch
so storend, dafs jede Sicherheit der Messung verschwindet. Ich habe mich
im Vorstehenden allein auf die Mittheilung derjenigen Beobachtungen be-
schrinkt, die etwa bei s° R. angestellt sind. Einige Temperatur -Verinde-
rung, und selbst die Abkiihlung bis zum Gefrierpunkte liefsen gar keinen
Einflufs auf die Capillar-Erscheinung bemerken.

Es ergiebt sich hiernach die Grofse der Kraft, womit ein Streifen
Wasseroberfliche von 1 Linie Breite dem Zerreissen widersteht, oder seine
Festigkeit gleich 0,27 bis 0,16 Gran.

Ein solches Zerreissen der Oberfliche findet bei der Tropfenbil-
dung wirklich statt, und wie sehr die Erscheinung auch durch Umstinde
bedingt wird, die bei niherer Untersuchung sich als sehr complicirt dar-
stellen, so schien es doch wichtig, zu priifen, ob dabei wenigstens annd-
hernd die Festigkeit der Oberfliche sich eben so grofs herausstellt, wie sie
sich aus den Capillar-Erscheinungen ergeben hatte. Das Gewicht des Trop-

. fens bezeichnet die Kraft, welche das Zerreissen bewirkt und die Breite der

abreifsenden Oberfliche ist in vielen Fillen leicht zu bestimmen.

Es war nothig, bei diesen Versuchen dafiir zu sorgen, dafs die aus-
‘sere Fliche der Réhre, an deren unterm Ende der Tropfen sich bildet nicht
benetzt ist, weil der Tropfen sonst, wie bereits erwihnt, sich daran herauf-
zieht, und einen merklich gréfsern Durchmesser, als den der Rohre annimmt.
Bei Rohren von Messing lifst sich dieses viel leichter verhindern, als bei
glasernen. In den folgenden Beobachtungen mit Ausnahme der ersten wur-
den indessen kreisférmige Scheiben von Messing statt der Rohren angewen-
det, wobei jene Anschwellung nie eintrat. Unter diesen Scheiben, und so
auch unter der sehr diinnen Messingrohre A bildete sich der Tropfen, der
vor dem Abreifsen anscheinend aus einem Cylinder und einer Halbkugel
bestand. Der Durchmesser des Cylinders, stimmte so weit man dieses beur-
theilen konnte, mit dem der Scheibe und Réhre iiberein. Betrug der Durch-
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messer der Scheibe tiber 2 Linien, so wurde der Tropfen in seinem obern,
oder cylindrischen Theile schon etwas diinner, wiewohl selbst bei grofseren
Scheiben die Grofse des Tropfens noch zunahm. In solchem Falle liefs sich
indessen der Durchmesser des Wasser-Cylinders nicht so sicher ermitteln.
Die Scheiben oder Rohren wurden in der Offnung eines Hahns befestigt,
so dafs man willkithrlich den Zuflufs des Wassers verstirken oder schwiichen,

und sonach die Tropfenbildung in kurzen oder langen Intervallen eintreten

lassen konnte. Ich liefs die Tropfen jedesmal zuerst im Zwischenraume von
etwa 1+ Secunden, alsdann in t und endlich in = Secunden abfallen: hier-
auf beziehen sich die Angaben @, b und ¢ fiir jede Scheibe. Die Tropfen wur-
den zu 50 bis 100 in einer kleinen und sehr diinnen glisernen Schale aufgefan-
gen und gewogen. Die Resultate sind folgende:
Ansatz A: eine Rohre 0,62 Linien stark
der einzelne Tropfen wog @) 0,106 Gran
b) o413,
c) o022
Ansatz B: eine Scheibe von 0,88 Linien Durchmesser
der einzelne Tropfen wog @) 0,569 Gran
&) o51%
C) 0,585
Ansatz C: eine Scheibe von 1,20 Linien Durchmesser
der einzelne Tropfen wog @) 0,731 Gran
b) o145 =
c) 0,760
Ansatz D: eine Scheibe von 1,70 Linien Durchmesser
der einzelne Tropfen wog @) 1,000 Gran
b) 1,08 " 4
c) 1,025
Ansatz E: eine Scheibe von 2,iz Linien Durchmesser :
der Durchmesser des Wassercylinders war merklich schwiicher
und wurde 2,14 Linien geschitzt.
der einzelne Tropfen wog a) 1,227 Gran
b) 1,261,
C) 13555,
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Es ergiebt sich hieraus, dafs die Tropfen um so grofser werden, je
schneller sie sich folgen, was vielleicht davon herriihrt, dafs die Oberfliche

um so frischer ist. Um gleichmiifsige Resultate zu erhalten, sind im Folgen-

den die Messungen @, b und ¢ besonders berechnet. Bezeichnet man das
Gewicht des Tropfens mit G, und den Radius der dufsern Réhrenfliche
oder Scheibe mit 7, so ergiebt sich die Festigkeit der Oberfliche

’ G
T B 2rmw
[ a@ l b | c

0,208 0,212 0,217
0,206 0,209 0,212
0,194 0,198 0,202
0,187 0,191 0,192
0,182 0,188 0,198

HUA%RA

Diese simtlichen Werthe von T fallen zwar innerhalb der oben gefun-
denen Grenzen, sie widersprechen daher nicht gerade den frithern Resulta-
ten, nichts desto weniger zeigen sie unter sich sehr regelmifsige Abweichun-
gen. Uber die Ursache derselben lifst die Erscheinung keinen Zweifel.
Wenn der Tropfen sich nimlich 16st, so nimmt er nicht die ganze Wasser-
menge fort, sondern man bemerkt, dafs ein Theil derselben zuriickbleibt,
und dafs unmittelbar nach dem Abfallen des Tropfens wieder ein sphirisches
Segment von bedeutender Pfeilhohe unter der Scheibe hingt. Wenn der
Tropfen bei méglichst geringem Zuflusse sich recht langsam ausbildet, so
dafs nur etwa alle Minute ein Tropfen abfillt, so zeigt es sich sehr deutlich,
in welcher Weise das Abreifsen geschieht. Die Oberfliche zieht sich nim-
lich in einigem Abstande von der Scheibe merklich zusammen, und wie sie
an dieser Stelle eine geringere Ausdehnung erhilt, so erfolgt das Ausziehen

'sehr schnell, so dafs die dariiber befindliche Wassermenge, welche natiir-

lich auch driickt, und daher auf das Abreifsen von Einflufs ist, zuriickbleibt.
Es folgt hieraus auch, dafs an der Bruchstelle keineswegs eine ganz frische
Oberfliche statt findet.

Man darf wohl annehmen, dafs die zuriickbleibende Wassermenge
der dritten Potenz des Durchmessers der Scheibe oder der Rohre propor-
tional sei, alsdann hat man

Physik.-math. KI. 1845. L
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G4+r*x=z2raT

Lege ich die mit a bezeichneten Beobachtungen allein zu Grunde, die unter
sich am besten iibereinstimmen, und daher die genauesten zu sein scheinen,

so finde ich nach der Methode der kleinsten Quadrate

T = 0,20254
und & = 0,1162

diese Werthe in die obige Formel eingefithrt ergeben

i1 VIRT, (TR, G = 0,389
Bsmans = 0,550
[ (Y = 0,750
7 1 — = 1,010
B easirive = 1,219

die beobachtete Grofse der Tropfen stellt sich sonach auf diese Weise ziem-
lich genau dar. Der Werth von T entsPricht der Constante

m = 1,095

also gleichfalls iibereinstimmend mit dem frither gefundenen, vorausgesetzt,
dafs die Oberfliche nicht mehr ganz frisch ist.

Der Werth von a bezieht sich auf das Gewicht und zwar in Granen
ausgédriickt. Er wird 0,628 wenn man das Gewicht der Cubiklinie Wasser
einfithrt. Dieses x entspricht einem Kugelsegmente, dessen Pfeilhohe gleich
0,1907 oder nahe dem fiinften Theile des Halbmessers der Rohre ist. In der
Wirklichkeit zeigt sich die Pfeilhche des anhiéingenden Tropfens viel grofser,
diese Verschiedenheit kann aber nicht befremden, da man den Tropfen erst
untersuchen kann, nachdem das Abreifsen erfolgt und Alles wieder in Ruhe
gekommen ist, wihrend in dieser Zwischenzeit der Zuflufs nicht unter-
brochen wird.

Berlin den 29. Mai 1845.
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, Tabelle L j
a....... halbe Entfernung der beiden Scheiben.
h......Erhebung oder Senkung der Oberfliche in der Mitte zwischen beiden Scheiben. /
m.....die Constante. (‘
g |oezs | it | 2t | Dt el oF pift. | = | bit
0,00 0,0000 | 51 0,0000 714 0,39 0,3014 122 0,5331 100 ]
0,01 0051 | 51 0714 | 294 | o040 3136 | 125 5431 | 102 .
0,02 0102 | 52 1008 | 231 | o041 3261 | 130 5533 | 102 i
003 | 00154 | 53 | 0,1239 | 198 | 042 | 03391 | 133 | 05635 | 103 |
0,04 0207 55 1437 176 0,43 3524 138 5738 104 ‘
0,05 0262 | 55 1613 | 162 | 0,44 3662 | 142 5842 | 105 [
006 | 0,0317 | 57 | 01775 | 150 | 045 | 03804 | 147 | 05947 | 107
0,07 0374 57 1925 141 0,46 3951 152 6054 107
0,08 0431 58 2066 135 0,47 4103 156 6161 108
0,09 | 0,0489 | 60 | 02201 | 129 | 048 | 04259 | 162 | 06269 | 109
0,10 0549 | 61 2330 | 124 | 049 4421 | 167 6378 | 110
0,11 0610 | 62 | 2454 | 121 | 050 4588 | 174 6488 | 113
012 | 00672 | 64 | 02575 | 117 | 051 | 04762 [ 180 | 06601 | 114
0,13 0736 | 64 2692 | 114 | 052 4942 | 187 6715 | 115
0,14 0800 | 66 2806 | 111 | 0,53 5129 | 193 6830 | 117 ‘
015 | 0,0866 | 68 | 02017 | 110 | 054 | 05322 | 201 | 0,6947 | 118 l.
0,16 0934 | 69 3027 | 107 | 055 5523 | 208 7065 | 119 |
e a 1003 | 70 | 3134 | 106 [ 056 5731 | 217 7184 | 122
/-?-_,"— 018 | 01073 | 72 | 03240 | 105 | 057 | 05948 | 227 | 0,7306 | 125
T 0,19 1145 | 74 3345 | 103 | 058 6175 | 237 7431 | 128
| 0,20 1219 | 7 3448 | 102 | 059 6412 | 248 7559 | 131
' o2l | 01204 | 77 | 03550 | 102 | 060 | 06660 | 258 | 0,7690 | 132 &
0,22 1371 | 79 3652 | 1060 | 0,61 6918 | 269 7822 | 135
023 1450 | 80 3752 | 99 | 062 7187 | 282 7957 | 138
024 | 0,1530 | 83 | 03851 | 99 | 063 | 07469 | 296 | 08095 | Il
0,25 1613 84 3950 99 0,64 7765 310 8236 144
0,26 1697 87 4049 99 0,65 8075 326 8380 147 |
027 | 01784 | 88 | 04148 | 98 | 0,66 | 08401 | 343 | 08527 | 151 \
0,28 1872 91 4246 98 0,67 8744 362 8678 156
0,29 1963 93 4344 98 0,68 9106 362 8834 160 -
030 | 02056 | 96 | 04442 | 98 | 069 | 09488 | 404 | 0,8994 | 164 /
0,31 2152 | 98 4540 | 98 | 0,70 9892 | 429 9158 | 170 ‘
; : 0,32 2250 | 100 4638 | 98 | o071 | 10821 | 455 9328 | 176
033 | 02350 | 103 | 04736 | 98 | 072 | 1,077 484 | 09504 | 180
0,34 2453 | 106 4834 | 99 | 073 | 1,1260 | 515 9684 | 186
0,35 2559 | 110 4933 | 99 | 074 | 11775 | 549 9870 | 193
036 | 02669 | 112 | 05032 | 99 | 075 | 12324 | 590 | 10063 | 201
0,37 o7l | 115 | 5131 | 100 | 076 | 12014 | 634 | 1,0264 | 208"
‘ 0,38 2896 | 118 5231 | 100 | 077 | 1,3548 | 681 | 1,0472 | 216
¥ 039 | 0,3014 0,5331 0,78 | 1,4229 1,0688
L2
b 50913 T o g e 37
| 65‘?7!6 ) /1”?30 [ ‘,jqu:‘-?lA'M -

a
= = 1,0931
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4 Tabelle II.

" log+ | Diff. |log~* | Diff po | logs | Dift | log o2 | Ditr
000 | —o | o — o0 | 039 | 94791 | 172 | 97268 | 81
001 | 7,7055 | 3023 | 88538 | 1496 | 0,40 | 94963 | 171 | 97349 | 81
0,02 | 80078 | 1801 | 9,0034 | 898 | 041 | 95134 | 169 | 97430 | 79
0,03 | 81879 | 1289 | 9,0932 | 642 | 042 | 95303 | 168 | 9,7509 | 79
004 | 83168 | 1010 | 91574 | 503 | 043 | 95471 | 168 | 9,7588 | 78
0,05 | 84178 834 | 92077 | 414 | o044 | 95639 | 164 | 97666 | 77
0,06 | 85012 7I1 | 92491 | 354 | 0,45 | 95803 | 164 | 9,743 | 77
0,07 | 85723 621 | 92845 | 307 | o046 | 95967 | 163 | 97820 | 76
008 | 86344 | 553 | 93152 | 275 | 047 | 96130 | 163 | 9,7896 | 76
0,09 | 86897 | 500 | 93427 | 246 | 048 | 96293 | 162 | 9,7972 | 75
0,10 | 87397 457 | 93673 | 226 | 049 | 96455 | 162 | 98047 | 75
011 | 87834 422 | 93899 | 208 | 050 | 96617 | 161 | 98122 | 74
012 | 88276 | 391 | 94107 | 193 | 051 | 96778 | 161 | 9,819 | 7
0,13 | 88667 366 | 9,4300 | 180 | 052 | 9,6939 | 161 | 98271 | T4
014 | 89033 345 | 94480 | 170 | 053 | 97100 | 160 | 9,8345 | 73
0,15 | 89378 326 | 94650 | 160 | 054 | 9,7260 | 161 | 98418 | 73
016 | 89704 309 | 94810 | 152 | 055 | 97421 | 161 | 98491 | 73
017 | 9,0013 295 | 94962 | 144 | 056 | 97582 | 162 | 9,8564 | 73
0,18 | 9,0308 282 | 95106 | 138 | 057 | 97744 | 162 | 9,8637 | 74
0,19 | 9,0590 270 | 95244 | 131 | 058 | 9,7906 | 164 | 9,8711 | 74
020 | 9,0860 260 | 95375 | 127 | 059 | 98070 | 164 | 9,8785 | 74
021 | 91120 | 251 | 95502 | 123 | 0,60 | 98234 | 165 | 9,8859 | 74
022 | 9,1371 242 | 95625 | 117 | o061 | 98399 | 167 | 98933 | 75
023 | 91613 | 235 | 95742 | 114 | 0,62 | 98566 | 167 | 9,9008 | 74
0,24 | 9,1848 228 | 95856 | 110 | 0,63 | 98733 | 168 | 99082 | 75
025 | 92076 | 221 | 95966 | 108 | o064 | 98%1 | 170 | 99157 | 75
026 | 92297 | 216 | 96074 | 104 | 065 | 99071 | 172 | 99232 | 76
027 | 92513 | 211 | 96178 | 102 | 0,66 | 99243 | 174 | 9,9308 | 76
028 | 92724 205 | 9,6280 | 99 | 067 | 99417 | 176 | 99384 | 77
029 | 92029 201 | 96379 | 96 | 068 | 99593 | 179 | 99461 | 78
0,30 | 9,3130 198 | 96475 | 95 | 0,69 | 99772 | 181 | 9,9539 | 79
031 | 93328 193 | 96570 | 93 | 0,70 | 99953 | 184 | 99618 | 80
032 | 9,3521 190 | 96663 | 91 | o071 | 00137 | 188 | 99698 | 81
033 | 93711 187 | 96754 | 89 | 072 | 0,0325 | 190 | 99779 | 82
0,34 | 93808 183 | 96843 | 88 | 073 | 00515 | 195 | 99861 | 82
035 | 9,4081 182 | 96931 | 86 | 074 | 00710 | 198 | 99943 | 84
0,36 | 9,4263 178 | 9,7017 | 85 | 0,75 | 0,0908 [ 203 | 0,0027 | 86
0,37 | 9,4441 176 | 97102 | 84 | 076 | 01111 | =208 | 00113 | 87

& 038 | 9,4617 174 | 97186 | 82 | 077 | 01319 | 213 | 00200 | 89 .
039 | 9,4791 9,7268 0,78 | 0,1532 0,0289
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