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BEVEZETS

Alig 50 é‘irE', hﬁg:llr’ egy
felvetette egy

gondolatdt,

"dlmodozé" meteorolégus, Richardson
"emberi'szémnlégépekbﬁlﬂ 4116 "1dd jdrds-gydr"
melyben tobb tizezer ember alkotta volna a mai

%zamitégépek aritmetikdj4t és operativ meméridjat. Alig 30
ev telt el az elsé szdmitégép szerkesztése 6ta, melyet két

meteorolégussal, Charney-val és Fjdrtofttal karoltve a ma -
gyar szadrmazdsu von Neumann éppen egy id6jdrds-elérejelzési
modellen prébdlt ki. Ma pedig mir szinte elképzelhetetlennek
tinik, hogy a meteorolégiai kutatdsi és operativ tevékeny-
ségek dontd

mol illetve

Pen l1lgaz ey

tobbsége ne éppen szamitégépre tervezett progra-
rendszrek formdjdban realizdldédjon. Kiilonoskép=
a megallapitds a staissztikal kutatdsokra, me-
lyek példdul nagyobb skdldju meteorolégiai mezdk elemzése
esetén mdr meglehetésen memériaigényesek.Eppen ezért az 4l-
taldnosabb statisztikai vizsgdlatok mellett nem egy vizsgi-
latban fontos szerep jut a t8obé-kevésbé optimdlis adattdro-

lasnak, valamint a fizikailag és statisztikailag is aldté-

masztott adatzsugoritdsi eljdrdsoknalk.
A meteoroldgia teriiletédn a statisztikai médszerek fel-

haszndldsdnak két alapvetd teruletét killonithetjuk el. Az~

elsé teriilet a klimatolégia, melynek keretében megadott me-

teoroldégiai elemek vagy azok flggvényei dtlagos viselkedésére
nézve kivanunk kovetkeztetéseket levonni. E téren gyakran ta-
ldlkozhatunk a szakirodalomban meteoroldgiai dllapothatdro-
zdk rdvidebb-hosszabb tdvu dtlagainak statisztikai-fizikai e-
lemzésével, eloszldsbecslésekkel és -illesztésekkel, e becs-
lések torzitottsdgdnak vizsgdlatdval, statisztikai jellegi
osztilybasoroldsokkal stb. Itt csak egyetlen Osszefoglald
minkira hivatkozunk ebbsl a témakérbél, amely a kiilonféle me-
teoroldgial mezdk statisztikal szerkezetérdl ad dttekintést
Czelnai,Gandin és Zaharjev szerkesztésében f1976/. A statisz-
tikai prognosztika teriilete sokszor nem kiilonithetdéd el élesen
a klimatolégiai feldolgozdsok technikdjdtél, a kutatdsok célja
azonban alapvetden mds. E téren az egyik legujabb eljardsként
a klasszikus dinamikai /hidro- és termodinamikai/ modellekkel
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szoros kapcsolatban 4114 sztochasztikus-dinamikus modelleket

kell megemliteni. Freiberger és Grenander /1965/ Gtletads
munkd ja nyomdn tobb szerzd

foglalkozott a dinamikus rendsze-
rek

ilyen dltaldnositdsdval, igy tobbek kozttt Gleeson/1966/,
Epstein/1969/, Tatarszkij/1969/, Fleming/1971/, Szonyecslkin

et al./19/6/ és Faragé/1977/. Bgy mdsik kutatdsi deg keretében
a vizsgalt fizikai folyamatot valamilyen specidlis sztochasz-
tikus folyamattal modellezik, melyet statisztikai eljardsok
segitségevel kidrvonalaznak és utdébb paramétereznek, Tébben is
kisérleteket végeztek példdul a c@padékos és nem csapadékos
napok sorozatdnak Markov-folyamattal valé szimuldldsdra, il-
letéleg mds vonatkozdsban a staciondrius és a Gauss-folyamatok
elméletének alkalmazdsdra, Ide sorolhaté a sztochasztikus
automatdk elméletének felhaszndldsa is. Ez utébbival kapeso-
latban Kapovicsné-Maller-Titkos /1976/ dolgozatdra utalunk.
Kordbban magam is foglalkoztam ennek az elméletnek prognosz-
tikai alkalmazhatésdgdval /Faragé,1973,1974 /. Igen dtfogd,
els6sorban szovjet irodalommal rendelkezik a sztochasztikus
linedris elmélet meteorolépgiai tdrgyu felhaszndldsa, Ilyen jel=
legii eljdrdsnak tekinthetjiik a meteorolégus berkekben "termé-
szetes emplrikus orfogonalis sorfejtésnek"nevezett Karhunen-
Loéve sorfejtés alkalmazdsdt, a kanonikus korreldcid becslését
vagy a killonféle regresszids modelleket /Bagrov,1966; Thom,
19663 WMO,1966; Gandin, 1967; Craddock-Colgate,1974 stb/. A
regresszid tipusu extrapoldcidval mir kordbban foglalleztunk ;
31taldnos és meteorolégiai alkalmazdsi megktzelitésben /Faragd
Gulyds,1974/. A teljesség igénye nélkiil itt végﬁ% m?gem%itj?k
még a siiriiségfliggvények illetve feltételes sﬁrﬁsegfuggven;e&r
kxdzvetlen vagy kdzvetett becslését. Ezek vizsgélatfnak PrOb%f_
mdja kétirdnyu: az esetek tulnyomé tdbbségben egyresztpnem a1l
rendelkezésre a jé hatdsfoku becsléshez szilkséges Efllo‘mfny:
nyiségii adat, mdsrészt viszont bizoﬁyos fe}adat?kna;’zz;z;i o
gyediil ez a ktzelités ldtszik eredmenyesnex. % xutz z’o é ;q",
sorolhatdé Bagrov diszkriminancia—analiz%Sfe tamaf% odd, | ;;::
cspadékisszeg elérejelezhetdséget vi%??ala m?dil_j%,m:iiilie"
ddul a svéd Nyberg /1976/ kontingencidkat alkalmazé modellje.



E becslési és 1lleszkedésl eljdrdsokkal foglalkozott egy ko-
rdbbl, konkrét szdmitdstechnikal vonatkozdsokat is felbBlel§
tanulmanyunk /Faragé-Gulyds,1975/. A "kbzvetett" becslések
csoportjénak egy ik legegyszeriibb, de a meteoroléglal prog-
nosztikdban a leggyakrabban hasznositott tipusa a "legkize=-
lebbi tdrs" eljdrdsok kidre. Ezzel kapcsolatban tobbek ktzdtt Crad-
dock/1956/ vaey KopparyAgpy/ dolgozatdra hivatkozhatunk. Az alapelvex
ket és néhdny operativ modellt tdrgyal Faragé-Kaba-Gulyids/1975/.
A Kbzponti Meteoroldgiai Intézetben tdvprognosztikail cé-
lokra egy olyan k-NN / k legktzelebbl térsat felhaszndld, az-
az k-Nearest Neighbour/ alapu statisztikai modell kerult
kidolgozdsra /Faragé et al.,1975; Faragé-Kaba,19/6 /, melyben
prediktorként egy specidlis /diszkrét/ mintatér elemeit al-
kalmaztuk., Mindenekeldtt a modell "elérejelzd képességére" vol-
tunk kivadncsiak, amit az empirikus Bayes-rizikdé kozvetett
becslésével jellemeztunk. A becslések elvégzésére Wagner /[19/1/

egy tételének Altaldnositdsa adott médot, E témdval foglalko-
zik e dolgozat 1. fejezete.

A nagydimenziészdimu statisztikal becsléseknél jelentds
problémidt jelent az eldzetes adatzsugoritds., Ezzel kapcso=-
latban lényeges kérdés, hogy ez a transzformdcid miként valtoz-
tatja meg a kérdéses statisztikal becslési feladatot: folytono -
san viselkedik-e az optimdlis /bayesi/ becslésen a kitiizdtt
veszteséefiiggvény? Kordbban specidlisan a sorfejteses adatre-
dukeidkkal foglalkoztunk /Paragé-Gulyds,1973a,1973b/, utébd
pedig = vizsgdilat tdrgya volt a becslés folytonossiga /Fara-
£6,1975a/,valamint d4ltaldnosabb vetiiletben az un. hiba-ftorzi-
tds fliggvény viselkedése /Faragé-Gyorfi,1974,1875/.

A sorfejtéses adatredukcidé alkalmazdsa jelenleg egy mulil-
regresszids extrapoldcids feladat kapesédn meriilt fel. Mig
egy kordbbi dolgozatban /Faragd,1975b/ egydimenzids mintapsl-
d4n a regresszidés becslés javitdsdnak olyan lehetdségét mutat-
tuk be, amelyik a mintatér particiondldsara épiil, addig ebten
a feladatban a nagydimenzidszdmu mintdk eldzetes adatredukecidt
tesznek sziikségessé. Az optimdlisnak szamitéd Karhunen=Logve
sorfejtés azonban ismét csak a nagy dimenzidszam miatt nem
végezhetd el kozvetleniil és igy még egy ezt is megeldzd - spelkt-
rdlis - adatredukcidét alkalmaztunk.



A 2. Tejezetben bemutatjuk a sorfejtéses adatzsugoritisokkal
Osszeflggd elméleti vizsgdlatokat, a linedris multiregresszid
alapjait, valamint az ezeket felhaszndld meteoroldgial modell
szdmitdstechnikai tervét. Végill bemutatunk a szupaponilt ké-
doldssal. 'kapesolatos néhdny konkrét eredményt,

Mint mdr fentebb utaltunk rd, az "analégids" / NN / elji-
rdsok igen elterjedtek a meteorolégiai alkalmazdsokban. Osz-
tdlyozdsi szabdlyok statisztikail tanuldsdra, azaz "alakfelis-
merésre" szdmos médszer ismeretes a statisztikai szakiroda-
lombdl és ezek sordiban is az NN-médszerek tobbféle verzisja
taldlhaté meg, Nagyszimu osztdly /hipotézis/ és nagyobb di-
menzidzam mellett dltaldban mds algoritmusokkal nem is pré-
balkozhatunk, Bizonyos a légkori mozgdsrendszerek strukturi-
Jdt leirdé un. makroszinoptikus kédok felismerésével kapeso-
latban éppen ilyen probléma volt adott. Ennek megfelelfen me-
méria- és muvelettakarékos szelektiv NN-eljdrds kerult kidol-
gozdsra. Ennek egy empirikus vizsgdlatdt mutatja be a 3. feje=-
zet,

A statisstikal kutatdsok sordban végiil maximumértékek becs-
lésével kapecsolatos vizsgdlatot mutatunk be/ Faragd,l977/.

A vizsgdlat célja annak eldontése, hogy a statisstika alap-
jaul milyen iddegységre adjuk meg a maximumértékeket adott
mintaszdm esetén, A kérdés konzisztencia=-vigsgilattal dont-
heté el. Elemezzilk a gyenge fiigglség és a paraméteres sta-

tisztika esetét is. Az ezt tArgyald 4. fejezet egy konkret
analizissel zarul,
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1. "LEGKUZELEBBI TARS" /NN/ BECSLESI ELJARAS £S A BAYES-

DUNTES ATLAGOS VESZTRSEGENEK BECSLBESE DISZKRET MINTATER
ES FOLYTONOS PARAMETERTER ESETEN

l.l. Egy meteoroldgiai feladat

Hess és Brezowsky /1952/ makroszinoptikus kédok olyan
rendszerét dolgozta ki, melyekkel naprél-napra tobbé-kevéshé
Jjél jellemezhetd az Eurdpai Szinoptikail Korzet /ESzK/ folotti
levegd troposzférdba esé részének dramldsi strukturdija, a
markins légnyomdslképzddmények elhelyeuvkedése és kbzvetve e
régidé iddjdardsa. E kataldgus 30 elemet tartalmaz. Ha egy adott
iddszak minden napjdhoz hozzdrendeljuk a megfeleld kddot /a
tovdbbiakban HB-kédot/, akkor az igy nyert sorozat az ESzK
folotti légeirkuldcidé menetét irja le nagy vonalakban., E kd-
dok hosszu iddre visszanyuld archivuma létezik szdmitdgépes
adathordozén, amely lehetdvé teszi, hogy pl. egy adott hdnap
x HB-kddsorozatdhoz hasonldékat keressiink a multbdédl prog-
nosztikal céllal, Két-.itetszlleges HBE-kdd osszehasonlitdsédra
adott egy 5 nyereségmatrix /"scoring"-tdpldzat/. Ennek se=-
gitségével definidlhaté egy ﬁi{x{%) hasonldsdgi mérd-
szdm a kdédsorozatok kozdtt, amelyik kvdzimetrika:

A(x,%) 2 0

DNx,%) =0 = X =

wl

éL © = zmrimmetrikus

. Most azt a feladatot tiizzuk ki, hogy "analdgias" el jdras-
sal megbecsiil jik az X, aktudlis mintaelemet /megfigyelést/
kovetd hdnap =x;; budapesti kozéphimérsékletét. Az analdgia-
keresés a  Ty= G ljk) } inl adott megfigyelési soro-
zatra farchivumra/ épiil, shol W?L az azt a hdonapot kovetd
budapegti havi koséphdmérsékleti érték, amelyikre x, vonatko-
wik,

1.2. A probléma matematikai megkizelitése

Legyen adott az (xb, 13;) valésziniiségi vdltozdpidr,
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X € X - metrilkus mintatér A metrikdval, {x;ﬁ © a paramé-
tertér. TN=_{ (xk. ﬂ?kjfi i:l fiiggetlen, egyforma eloszld-
su megfigyelések sorozatdt jelili az (xn. 1};) pédrra. Dion-

tésfiggvénynek nevezzilk a mintatér mérhetd leképezését a pa-
ramétertérre:

ds X — ®
A

a¢x) =

?
s
ahol V=t a “V-nek a a dontésfliggvénnyel szdrmaztatott

becslésének tekintjiik. E becslés jésdgdnak mérésére bevezet jik
a

MWL) - (<) 2

veszteségflggvényt, itt mir kikdtve, hogy Oc Ry
' Az dtlagos veszteség:

/2f RC4) = EWC0, 4 0x) )

A bayesi dontésfiiggvény definicidszeriien a legkisebb dtlagos
veszteségili dontés az oOsszes dontésfiiggvényel koziil:
a*¥ : ER¥=RCET)Z RCA) Ya .

Ismeretes, /Rényi,19¢0/, hogy ebben az esetben a bayesi déntés-
figgvény éppen a feltételes vdrhatdérték /ha az létezik/

/3/  a*(xy =B(¥/x) .

A feladat minédl optimdlisabb megolddsa, azaz 'ﬁFO minél nen-
tosabb becslése a Bayes-didntés kbzvetlen kizelitésével érhet
el. Ez azonban dltaldban nem kivitelezhetd, mert bar létezik
nem egy, példdul szekvencidlis eljdrds tobbek kozdtt a megfe-
leld feltételes siiriiségfiliggvény becslésére, melyek aszimptd-
tikusan kedvezd tulajdonsdgokkal rendelkeznek, de a gyakorlat-
ban a feladatok ttbbsége viszonylagosan kismintds,

A "legktzelebbi térs" /a tovdbbiakban NN/ eljdrdst a ki-

vetkezd dontésfiiggvény irja le:



'dH: dNCX) = \jﬂk »

ahol Wjﬂk annak az ¥y Mintdnak a paramétere, melyre

&(x,xkj < A (x,xp) L=1,2,...,N

Al < A(x,x,) L<k .
A tovdbbiakban a

¥

W (%) = o i Ry= R(dy)

jeldléseket fogjuk alkalmagzni, Feltéve, hogy N — oo esetén

létezik az NN-ddntés dtlagos veszteségének hatdrértéke, jelol-
Je  R=lim az

Lim NN-déontés aszimptdtilkus veszteségét.
"Nulla-egy" veszteségfiggvényre

X A
/3‘:/ w(.\yﬂ,hﬂs ) » 0 $ ha 'I.j"ﬂz ".Ij-“
, 1, egyébként

M
amikoris R (4d) a d( x) =~ Aasntés hibavaldsziniiségét je-
lenti, Wagner/1971/ bebizonyitotta, hogy az
N

= = 5 b
4/ sy = 3 2 V(e Viewy)

statisztika aszimptétikusan torzitatlan becslése R

-nek,sdt
Sy —>R  sztochasztikusan, Itt &

KNy @ l}k NN-becslése a
Ty = { (xps i}k}} mintasorozatbél, Mdrpedig ha eképpen R
kzelithets egy véges minta segitségével, akkor Cover/1969/
alapjén az adott modell elorejelzdképességét kifejezs RF
bayesi dtlagos veszteség is becsiilhetd:

¥ &) 6. {1-2r'-% , Ry | .

Kevésbé kedvezé a helyzet az=: /1/ veszteséglilggvény esetén:

R¥ = 2R ,

Ahhoz tehdt, hogy az /1/ négyzetes veszteségfiizggvény esetén
-t megbecsiilhessiik, sziikséges a Wagner-tétel dltaldnositi-

sa. Ehhez mindenekeldtt az NN-mddszerek alapvetd konvergenci

tételére hivatkozunk.
4. Tétel /Cover-Hart,1967/: Ha az X mintatér szepardbilis és

Ri’-

-



metrikus a &\ metrikdval és XyrXppeaasXy, X, flggetlen,
egyforma eloszldsu valésziniiségi valtczusoruzat akkor
G(H)_*’xc L valdsziniiséggel.

Lz a tétel igaz marad olyan diszkrét mintatérre is, melyen
csak egy A kvdzimetrika adott. Most mir megfogalmazhatd
az dltaldnositott Wagner-tétel, fFaragé—Eaba,laTE/.

2.0étel: Legyen adott az X mintatér olyan A /metrikdval
vagy/ kvdzimetrikival, hogy a fiiggetlen, egyforma eleszldsu

X XoreeepXy, X mintdkra teljesiiljon az X0 my ™ % /m.m./
konvergencia, Feltéve, hogy a @ paramétertér korldtos,
valaint &% (x) = EC¥;/ x)  és  ©(x) = E(w2/ ) fel-
tételes vdrhatd értékek fnlytﬂnusak /m.m./, igaz az 5

négyzetes kozépben vett konvergencia.

y R

Bizonyitds,

Irjuk fel a megfeleld négyzetes ktzépben
. vett eltérést és bontsuk fel a zdrdjolet:

/5/  E(Sy- R) 2 = B(s2)- 2r E(sp)+ R® =B(s)- 2RRy_,+ R? ,

ahol kihaszndltuk, hogy Sy torzitatlan becslés R

N-1 =Tre:

E(S =—lg_' E(¥ - A 2_1 %, R, - =R
Ul ey KW VRN TN 22y Twel T Ryaa -

Cover/1968b/ nyomén ismeretes, hogy HH-aR, kivetkezds—
képpen most azt kell kimutatnunk, hogy v E{Sﬁ}—ﬁﬂz Itt

2 1 2 21
ECS“]EF kz'lE{(ﬂ'k' ﬁk{ﬂ}) (V7 - ‘5'1(}0) 3 =

ahol az utdbbi kifejezés az (xl, fP£] (xg.ﬁ}a),...,(xﬂ v ?) pd-
rok fUFgetlensege es egyforma eleszldsa miatt tetszlleges

kX és 1 indexekre ériendd. A jobboldal elsé tagja
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® korldtossdga miatt tart nulldhoz, tehdt ha igazoldst
nyer, hogy

16/ E(¥ Ty (Vi ) R

MN=oe

akkor EEE)—%*RE is teljesiilni fog. /6/ két tényezdje nem
fﬁggetlen, ezért bevezetjilk ﬂ?k és ¥, NN-becslését a

{(Kkr Wik;) ’ (Kls i}ﬁ mintasorozatbdél, melyet
1,k 311, Cdl -lel jeldliink. Az igy nyert két becslés a=

szimptétikusan felcserélhetd, ugyanis a

o

o 24
k= | (Wi P (0 V) 2 O B’ (55- )|

o _ I e ¥ ' 5 -
jelvléssel K csak az A= Lﬁ}k{ﬂ’} VY UOJ}-(NJ w'fr‘k‘] esemé
nyen kiilonbBzhet nulldtél, tehat

E(k) = B(k/8) B(a) £ ¢ 555 —= O s

N—7r =
ghol a feltételes varhatéérték ©

korlitossdga miatt kor-
litos.

Tekintsiik most /6/ baloldaldt a médositott Ni=-becslésekkel
- Atalakitva :

11 R T ) Y meFear o Fion Y]
B ELEIU‘k' ‘*’k(ﬂ}) ! ey B liﬂﬂ fe sy | =
=] () 2(x) | ,

ahol

L) = Gu) 28°Cx) - @ Fny) * F By

ot ~—
A Cover-Hart - tétel alapjan xk(ﬂ}'”’xk » X1(n) ¥ /m.m./,
tehdt 4~ és © folytonossdga miatt

L(x) —» 2 S(x - 2[¢* ()% =

=2 E {_{ ﬂ’k—d#(xk‘f)zka& = 2r* {x.k‘)



e o
és hasonldképpen
L (%) —> 2 B { (V3-a"(xp)) 2/::]_‘] = 22%(x) .

Mivel a paramétertér korlédtos, alkalmazhaté a Lebesque-tétel

és igy a /7/ vérhatéérték, azaz /6/ baloldala megfeleldképpen
konvergdl a

4 E{r*** (x) ¥ (x7)} = 4 Er* (x)Er*(x;) = 4 (R*) g

értékhez. /Itt kihaszndltuk x, 88 x; fiiggetlenségét./
Cover/1968b/ tétele alapjdn R=2R¥* tehdt valéban fenndll a

/6/ konvergencia és ezzel a tételt igazoltuk. O

E tétel lehetéséget nyujt RY becslésére, bar a konvergen-

cia sebessége ismeretlen. @supdn végesdimenzids /diszkrét/

® -ra lelhetSk fel ezzel kapcsolatos eredmények pl.
Cover/1968a/ és Fritz/1975/ munkdiban., o

Ha RY kozelitése kellé alapot nyujt a > becslés pon-
tositdsdra, akkor az NN-eljdrdsrél érdemes dttérni a k-NN -

eljérésra. Cover/l968b/ vizsgdlatai alapjdn ugyanis ennek a-
szimptétikus 4dtlagos vesztesége

(k) _ 1N g*
R (1+ £) rT
Ebben az-: esetben a becslés 'ﬂ;-ra:

A k
"‘3'=‘]'LE" Z“&Jj) L]

S Vo
¢3) ¢3) ; (1) (2) (k)
whol (xnfﬂ} ’ .&OLH})E Iy e Xy * Fo(wyrorr Torx)

az X, minta k legkozelebbi tarsa.

1.3, A meteoroldgial feladat megolddsa

Olyan programot készitettiink.mely az 1.1 pontban
vézolt meteorolégial feladatben egy aktudlis x, kéd-
sorozathoz fiigretlen, egyforma eloszldsunak tekinthetd TH
megfigyelési sorozatbdl megadott szdmu analdgiat keres ki.
N=93% esetén megbecsiiltitk az 3

N empirikus dtlagos vesztesé-
get akkor, amikor X,

a janudr  havi HB-kédsorozatot, ~J7
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pedig a februdr havi budapesti dtlaghémérsékletet jellemezte:
Sy=11,7. Ennek alapjdn R*~ 5,9 . \Y, szdérdsnégyzete

G¢ =9,0 , tehdt a Bayes-dontés mér jelentékeny informi-
ciényereséget nyujthat. A tobbé-kevésbé optimdlis k=9 ese-
tére Sy= 8,4 ,ami szdmottevd javuldst jelent. /Rogzitett
N mellett persze k novekedésével az SN becslés haté-
konysdga romlik./ Mindamellett G’y -val Osszevetve a kapott
Sy még tul nagy, de ezzel a k-NN -technikdval csak ugy ér-
hetnénk el Jjobb eredményt, ha k =t tovdbb ndvelhetnénk. En-
nek viszont gdtat szab a rogzitett N érték.

Az 1,,2. mellékletek az "analdgia-keresdé" program egy olyan
ujabb varidnsdt mutatjdk be, ahol az adott x, -hoz mar nemcsak
a megeldzd kerek naptdri hdénapokbdl keresiink analégidkat, ha-
nem altaldnosabban X, minta lehet a naptdri hdénapot csak rész-
ben fedd hénapnyi hosszusdgu iddszak kédsorozata is. Ezzel a
fogéssal tovabb javult a becslések mindsége, a numerikus érté-
kek tovdbbi konkrét bemutatdsdtdél itt azonban eltekintiink.



2. ADATZSUGORITAS 'A STATISZP{¥AI BECSLESELMELETBEN

2.1l. A linedris regresszidérél a meteoroldgidban és egy eldre-
jelzési feladat

A dinamikus meteoroldgia elméletének legnagyobb vivménya
a légkdr hidro- és termodinamikdjdt leiré un. primitiv egyen-
letek rendszerének megalkotdsa, A nagyteljesitményli szdmitd-
gépek megjelenése - mint mdr a bevezetdben emlitettilk - le- .
hetdévé tette, hogy e primitiv egyenletek segitségivel és ne-
csak egy elméletileg erdsen sziirt egyenletrendszerrel numeri-
xusan is modellezni lehessen a légk6dri folyamatokat. A numeri-
kus modellezésnél akdr differencia-mddszereket akdr spektrd-
lis feprezentdciét alkalmaznak, lényegében az egyenletrendszer
analitikus megoldédsdnak kézvetlen approximdcidjdrél van szd.

Kordbban még maga von Weumann /Smagorinsky, 1969 / hédrom
cesoportba osztdlyozta a légkdri jelenségek eldrejelzéseit,
Az azda eltelt idGszak tapasztalatai &t igazoltdk: alapjaiban
eltérd technikdval kell kdzeliteniink a riévid /legfeljebh kb,
1-2 hétre s2616/, a hossmutdvu /1-12 hénapos/ és az ultrahosz-
szutdvu eldrejelzéseket. Mig a rovidtdvu eldérejelzésekndl u-
ralkodébb a dinamikai alapu modellezép, addig a hosszutdvualk-
nal szinte kizdrdlagosan statisztikai eljdrdsokkal tal

taldlkoz-
 hatunk a szakirodalomban; végiil az ultrahosszu tdve vizsgila-

o

tok ismét csak dinamikai /a termo- hidrodinamikai egyenletr

~
Lrerncs-

szer megolddsdra éplild/ mddszerekre tdmaszkofhatnak, A stati
tikai eljdrdsok is akkor lehetenek jobb hatdsfokuak ha pl. az
egyszerll statisztikal analdgizkeresésben kifejezett implieit
prediktor-prediktandiusz reldcidn tulmenden a dinamikai el jd-
ridsokhoz hasonldéan minél kdzvetlenebbiil "analitikusan" prébsi-
jék kbzeliteni a megolddst - az emlidett reldcidé paraméteres
alakjdnak minél Jjobb megaddsdval. A legegyszeriibh esetbhen 1li-
nedris multiregresszidt vdlasztanak e célra és nem ritkin a
vele szoros kapcsolatban 2116 linedris maximdilkorreldcidt, az
un. kanonikus korreldciét is megbecsiilik /Judin,1967; Baszrov,
1968; Gandin,1967; Glahn,1968; Dujceva-Pegy,1970; Basrov-
Mjakiseva,1969/, Ennek dltaldnos elméletével, szhimitdstechni-

kai realizdcidiival és meteoroldgiai alkalmazhatdsigdval foes-



- AR

lalkoztunk mdr kerdhban /Paragé-Culyds,1974/. Még hatdsosabb
lehet a mintatér fizikal vagy statisztikai meggondoldsokra épli-
16 particiondlédsa és az egyes particidkon valé linedris reg-
resszidée kapcsolat létesitése. Ennek egy alkalmazdsdt Faragd
/1975/ mutatja be; az optimdlis particiondlds egy specidlis
esetével Ter-Mkrtcsan/1970 / foglalkozott.

A hidro- és termodinamikai egyenletrendszerbdél szdrmaztat-
haté legegyszeriibb verzid, amely azonban még nagy vonalakban
modellezi: a légktri folyamatok fejldédését, az un, divergencia-
mentes barotrop modell. Bz az a modell, melyen von Neumann
€s tarsal a bevezetdben emlitett klasszikus vizsgdlataikat
elvégezték. Ennek révén vidlt a meteoroldgidban kitiintetetté az
500 mb-os /kidzepes vagy barotrop szint/ topografikus mezeje,
mely azdta a statisztikai modellezésben is jelentds szerepet
jatszik. Ezen a szinten ugyanis mdr kelllképpen lassusk a vil-
tozdsok ahhoz, hogy hosszabb érvényességi iddtartamu extrapoli-
ciéra is gondolhassunk, mdsfeldSl viszont még elég jelentls a
kapcsolat e szint és a talajfelszinhez ktzeli iddjdrds kizdtt,

Ezért - irodalmi eldtanulmdnyok utdn - olyan szdmitds
nikai rendszer tervét fogalmaztuk meg, mely lehetisédnet teremt
/pl./ 2z 500 mb-os topogrdfia eldrejelzésére. Figyelembevive z
légkori mozgdsok dtlagos sebességrendjét a hosszabhtdvu eldre-

4
tech=-
(.

jelzések mir feltétlenill hemiszférikus nagysdgu mezdk figyelez-

bevételét teszik sziikségessé. Magaslégbri megfigyelések mér Lidb
mint 20 éve folynak rendszeresen és nekilnk rendelkezésiinkre £11

az ezek alapjdn készilt, egy reguldris rdeshdldézatra interno-

141t napi megfigyelések archivuma az emlitett 500 mb=os torg-
rafikus mezdkbdl. E reguldis rdcs a szélességek mentén 10°-os,
2 hosszusdgok mentén 5°-0s osztdsu /a pélus kijzelében ritici-
tott és csak a 20° é,sz.-ig terjed/.

LAthatdéan a prediktor és a prediktandusz mintatere itt egybe-
esik és mintegy 500 dimenzids. Ekkora dimenzidszdmu mintdikal
a regresszids extrapoldcid feladata pyakorlatilaz megoldha
lan: eldézetes adatredukcidra van szilkség,

2.2. Sorfejtéses adatzsugoritdsok és azok szuperpondldsa

Az 1.2. ponthoz hasonléan legyen (x,7) € (X,®) a vizs-
gdlt valésziniségi véltozdpdr /a zérus indexeket elhagytuk/,
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W =a veszteségfiiggvény, 4™ pedig a minimdlis R*:R(d”"‘)=

EW(~Y,da%(x)) dtlagos veszteséget adé /bayesi/ becslés,
A mintatér valamilyen mérhetd

/1/ F: X —71
F(x) =y

transzformdcidja nyomdn - ahol { X, %Y , {Y,YYy nmérhets
terek - az eredeti feladat helyett most ~¥=nak y-mérheté
becslését keressiik. /Egészen pontosan, ha { <2, & ,PYy jeldli

a valésziniliségi mezdt, akkor | ] ﬁ;x = 4t &5 most ﬂ;y-'
- o J:,l (4 -

mérhetd 1 -becslést keresiink., Itt &, £ az X

illetve y=F(x) valdszinilségi vdltozd dltal generdlt G-algeb-

ra./ Erre feltétleniil igaz az

2/ R¥=EW(v ,a%xy) ¢ Ew(v,,af@Fxy) =%

reldcid.

Most bebizonyitjuk, hogy pslddul ®={0,1Y esetén, vagyis
a legegyszeriibb ddntési feladatban bizonyos értelemben R™

folytonosan vdltozik a mintatér transzformicidinak fiiggvényé-
ben. Ebben az esetben

/37 dtx) = sign E(¥/x) =sign(P{ﬁ?=l/x) - P(V==1/x))

es természetszeriien W -nek az l.l.-ben /3a/ alatt bemutatott

0-1 veszteségfiggvényt vdlasztjuk . EkKkor az dtlagos veszie-
ség a hibavalésziniiséget jelenti., Jeldlje th}

a feltédteles
virhatd értéket:

dlx) = B (/%)

akkor tetszlleges d dbntésfilggvényre

/4 R() =% (1 - B{adn)y)

Lemma: Legyen F,, F, két mérhetd leképzés - X -bdl Y-ba
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DE{F@ +F(x)y ek , PDy<e
akkor

/5/ lR(dFl) - Rgp )< 2e

Bizonvitds./A /Faragé,1975a/-ban adottnil sokkal triviali-
sabb./

]R(&Fl)- R(dFE)lé | P(dFl{x) $ /D) - P(dFegx}=«}/ﬁ‘)|‘P{_ﬁ3+
+1P(&F1{x)+ /D) - P(dFéx)%i?’fI}}]P{I}} < ge O

A. Tétel /Farag6,1975a/: Legyen az X mintatér szepardbilis
- ’ # - o
metirikus mintatér a A  metrikdval és tegyilk fel, hogy a

/3/ dbntésfiiggvény folytonos a kévetkezd értelemben:

Yevo 3y o
/6/ Q{x: d{x’)=cﬂnst, ha &(x,x’)df ;’m.m,/j » l-g

r
ahol. Q az x valdszinliségi vdltozd 41ltal generdlt valdszi-
niiségi mériék X-n , Q{BY = P{ xe BY. Legyen tovébbd

adott a mintatér mérhetd transzformdcid ja énmagdba, F: X — 1
melyre

17 Alx, P < /4 /m.m./

Akkor a /2/=ben definidlt dtlagos vesztesdgek eltérdsére:
- 2 '#F‘ 3
AF)= | Ry -R¥|<e.

Bizonyitds. /4/-b51

< 3 §xy} aP < Q{ a¥(x)=aTrxy?
/8/ E{F){d;{xpﬂ”{’x;lj x) { Q{_ p(x) L{EDY

Bevezet jiilk a kivetkezd jeltléseket:
# 1
XDI [};; d(}:'} =const, ﬂ.(x,x,){JJ;"M.m.fJ

Ur(x}=~[lx': ﬂ[:{,}:’){rj , T>0
Le{g ey e

¥
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Vdlasszunk egy tetszdleges xe&X  pontot és ennek Udyzfx}
kBrnyezetét. Akkor /7/ kbvetkeztében

VxE F"l(F {UJ‘;EC}U}J)C Ud.,(_'x) ’

tovédbbd /6/-nak és X, definiciéjdnak fipyelembevételével,lat-
haté, hogy d&F konstans U {x) -n. Az dltaldnossdg csor-
bitdsa nélkill kikdthetjilk, hogy a™(x’) =1 m.m. x’' € Up(x) -re.

Mivel vx eleme az F dltal generdlt tfﬁ - X G-algebrdhak,
felirhatéd

) E(LY/F) aQ = ) " aQ
v n{dh=-1Y (a*7e) v n{dg=-1Y ’

Ha itt az integrdlasi tartomdny Q-mértéke nulldtdél killonbdzd,
akkor a baloldal negativ, a jobboldal viszont pozitiv eldje-
li, Kbvetkezésképpen minden x € X, -ra d*Lxﬁ)= dgixﬂ)m.m.
x’e UJ?ECx) elemre, hiszen UJ?EC:Ux . Tehdt X szeparabilitd-
sébbél azonnal kdvetkezik, hogy d*®(x)= 3}(x) m.m, x€X -ra,
azaz Qadlﬂﬂﬁ-=ﬂ. Igy /8/-bv61:

AMF) € eixay<elX)) < ¢ ,
amit éppen bizonyitani kellett., O

Akxor is igaz marad a titel 4llitdsa, ha a transzformdcid
csak dtlagosan kismértékhen torzitja az eredeti mintaelemeke:

R

2.Tétel /Faragé, 1975a/: Ha a fenti tétel feltételei k&zdts
/1/ helyett azt tessziik fel, hogy valamilyen valds d7

- IL
melyre 94 < &d/8: , fenndll az

>0 =ra,

/9/ EA(= ,F(x)) < Jd75

egyenldtlenség, akkor (F)<L2t .
Bizonyitds. Alkalmazzuk a Csebisev-egyenlétlenséget:

-

r sf:" EAl(= ,Fix A, 5
{ AGLPM) < TY> 14 ( =2 '“—'1’}:;1-_}71—--
Legyen IX,= iﬂ{;,F(xﬂ < J“j4k €3 vezessiik be az

F@) . x@Kl

!
= x 0, xex
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operdtort. Akkor a’ lemma alapjdn

\R(a)-ﬂ(d*‘)lcg | .

és T3y kielédgiti az eldzd tétel feltételeit, kivetkezéskép-
pen

AF) € A@E)) + | R(F) - R(a;:l)\f 2€

és ezzel a tételt igazoltuk. O

A fenti tételek kOrillményeinek megfeleldé tipikus transz-
formdcidk a csonkitott sorfejtések., Legyen x, , t€T veges
szérdsu folyamat, xi € Iy G,/ ,P)  és th{t) egy teljes
ortonormdlt rendszer az 1L,(T ) térben. Ha most a folyamat
sorbafe jthetéd /m.m./

akkor e sorfejtés kelld szdmu elsé egylitthatdja felfoghatd
a félyamat reprezentdcidpként és ha a mintatér megfeleld
X
F: x,—> ﬁ;& C) L?k{tj

transzformdcid jéra tel jeslilnek valamelyik fenti tétel felté-
telei, akkor remélhetjiik, hogy az eredeti statisztikai feladat
is csak kismértékben torzul.

A bizonyos értelemben optimdlis sorfejtéses adatredukcisdt
az un, Karhunen-Loéve sorfejtés adné meg /Fu,l960; Watenabe,
1972; Fritz,1971/, de elvégzéséhez tbbbek kizott ugyancsdr 2

=25

mintaanyag statisztikai vizsgdlata /nevezetesen a kovariancia-
Ttegvény becslése/ sziikséges, ami nagy dimenzidszdm mellett i-
zen kbriilményes /memdria- és gépiddigényes/.

A hemiszférikus /és mds/ meteoroldgini mezdk dinamikai

g
statisztikai vizsgdlataiban igen elterjedtek a spektrdlis mdd-
szerek. Fzek alapjdn jol ismert, &= a magassdgi /topografiuus/

mezdkre is jellemzO, hogy a mozgdsformdk k&ziil 2 prognosztili-
ban kiemelkedd szerepet jatszanak az egészen nagy hulldmhosszak
/az un. Rossby-hulldmok/, mert ezek egyben a legnagyobb megma-
raddsi hajlamuak is. A hidrodinamilkai egyenletrendszerek egyvil
szlirési kritériuma is éppen az, hogy az un. meteoroldgiail

ileg
kdros /xisebb hulldmhosszusdgu, meteoroldgiailag Srdektelen, nl,
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gravitdcidés/ hulldmokat elkiilonitik, Az ezek elhagydsdval
megadott approximdcid tehdAt nem feltétlenill eredményez anali-
tikusan kitiind becslést, de fizikailag jél megalapotott és
vérhatdan elég jé ellrejelezhetlséget biztosit.

Mindezek alapjdan kézenfelkvd, hogy a kérdéses mintaelemeket
/1édsd 2.1, pont/ elébb Fourier-sorba fejtsiik.

Jeltljsn G(4, ©) egy a gombfeliilleten gbmbi koordi-
ndtdkban adott vélatlen fiiggvényt, 0< 4 < 2w, 0<£ O<T

Az un. tesszerdlis szférikus harmonikusok /TSH/ teljes orto-
normdlt rendszerét a

S ('.1-':*.-”.
U2 000 [ G P2 ) e mg

/10/

UL (g, @)= 2ot Laowdl piig

b ) 50N W‘if
1\ 27 {namy !

fliggvények alkotjdk, ahol Pﬂ , n=0,1,.,.. m=0,l,...,n az
n =edfoku, m —-rendii Legendre-fiigevény.

Ujabban egyre intenzivebben hasznositjdk a TSH -k szerinti
sorfejtéses reprezentdciét a differenciamddszerek helyett is
a hidrodinamikai differencidlesyenlet-rendsz erek megoldisaban
/Jefimov,1976; Machenhauer,1974/ +t6bbféle lezdrdsi /sorcson-
kitdsi/ eljdrdst ajdnlva. Mi itt a legtermészetesebbet vilaszt-
va a G mezd approximdcidjit a kbvetkezbképpen adjuk meg:

?jq T_'_ 2 4 - e £
'fllf C-r{U]!!E!} = -f—'. ILL{:'"".E L('ﬂ. (%r%).‘- f—__v‘ﬂﬂ.m_ ]-'\nl.-f' ] | J_JG' E it d e :

i E G (4,0) U7(4,0)550 B¢ § fona=

Hemiszférikus mezdinket az Bgyenlitdre szimmetrikusan egé
Juk ki, ezdltal mindazon egyiitthatdék zérusok lesznek, ne
re n+m=paratlan .

A kapott G=*a ERLAT Sl v --T : valmﬁﬂﬂﬁ”

L 4 O A \ W wtE i -
Al v - ¥ e .- LI T T g A

ségi vekxtorvédltozd most mir fcsékkentett dlmenzléqz na révan
gyakorlatilag is/ Karhunen-loéve sorba fejthetd:

20
Jizd @= ZL oo £ :
}Flﬁ x Tk Y
ir — ™ 3 H St -'(T'"- c A A s S
ahol <y REM , \‘k a C kGVaTlﬂHC_Em_t,-EE\;SEJitcr,,d
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egyenletének megolddsal:

= ) = 1
'FL?k M $x és Ty = oo, Vig

E sorfejtés optimdlis tulajdonsdgait itt nem részlezezzilk.
Usszefoglalva, nagydimenzidszdmu mintdk esetén ket egy-
midstkdvetd /szuperpondlt/ sorfejtéses adatredukecid alkalmaz-
haté, melyek eredményeképpen végiilis az x, folyamat repre-
zentacidjat az f z{jfl,fz,...,fKD valésziniiségi vektorvil-

tozd adja meg valamilyen alkalmas K esetén.

Konkrét feadatunkban linedris multiregresszids extrapoldco
kiépitése a cél, pontosabban a

2
vy = (. -t
) = & (B - 1)
négyzetes veszteségfilogvény mellett - ahol £’ az £-t kivetd
idészakhoz tartozd transzformilt minta -,, 2z optimdlis lined-
ris f’' Dbecslés elddllitdsa a feladat.

2.3, Konkrét példa a szuperpondlt adatzsugoritdsra egy multi-
regresszios extrapoldcids modell esetén

A 2.2.-ben vdzolt adatredukecids eljdrdsok egy olyan modell-
ben nyernek alkalmazdst, melynek célja az 500 mb-os /abszolut
topografia multiregresszids bézisu eldrejelzése. A modellt =
| egy - programrendszer realizdlja; melyet az l.dbra mutat

be,

E fejezetben a2z adatzsugaritdsokkal foglalkoztunk és ennek
megfelelden a A,4,5. mellékletekben bemutatjuk a svektrilis il1l.
Karhunun-Loéve snrfejtéﬁsél Ogsgefliiggé TSH, HST és KL1 rog-
ramokat. egy-egy futdsi eredménnyel illuszirilva.

A mintavételezés az 1967-68 -as évekbdl tértént., A TSH-HST
programpdrral az l. ellendrzd szinten vizsgdlhatjuk meg xonk
realizdcidkon a spektrdlis sorfejtéses adatredukeid mindsésos

=
= b

cF H

R

a z egyszeril normabecslésen tulmenden. A példdik alemz:
mellékletben adjuk meg.



statisztikal aktudlis
mintasorozat realizdcid
- ,
M I
s \
"'-.,.&napi mintamezd
| ISH sorfejtéses
adatredukcicja
/f TSH=-program
{
kovariancia- ’ Karhunen-Loéve
matrix sajadtrnd—em—lsorfejtéses
szerének megha- adatredukeid
tdrozdsa /
‘ yd \
Kovariancia- 3 b3 esymdstkovetd|

matrix sajdtrend-

E%erének megha- ‘-;?KarhunEn—Loéve
drogAsa / sorfejtéses
/ adatredukeidja
|
/ v /-

g nap egylittes

maltiregressziods
egyiitthatdk
meghatirozdsa

1.

:

Adbra :

multiregresszids
extrannldcid

{

invers
Karhunen-Loéve
transzformicid

ﬂ?
invers

Karhunen-Loédve
Lranszformicid

5
!

inverz T3H-
transzformicid
H5T—nrogram

orzo '
szint ;
F.ellen- - -
orzé
szint
' [ ]
¥

Szuperpondlt adatredukeicdt

Lot — N

megvaldsité multiregresszids extrapoldcids modells

realizdld

programsorozat
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3. EGY "SZELEKTIV LEGKOZELEBBI TARS" STATISZTIKAI BECSLESI
ELJARAS EMPIRIKUS VIZSGALATA

3.1. Makroszinoptikus kédok statisztikai felismerésénelk prob-
lémdja

kus kédok /HB-kdédok/ kapesdn adott a kivetkezd alakfelism
feladat.

ET

Az eurdpai-atlanti térség folott bevezetiink egy 5x7 -es
rdcshdlézatot és ennek rdcspontjaiban megadjuk a /megfelelé-
képpen interpoldlt/ talajszinti nyomdsi értéket egy-egy kivi-
lasztott napon. Ilyen 35-dimenzids multbeli mintdkbdl tetszid-
legesen hosszu sorozat készithetd ugy, hogy mindegyik mezé mel-
lett ismeretes az arra a napra szinoptikusok 4dltal megadott
HB=kéd, A feladat ennek a hozzdrendelésnek a statisztikai tanu-
ldsa,

A meteoroldgial szempontbdl
matematikai modell kitiizésénél
Ez anndl is inkdbb igaz, mivel
rét feladatban 30. Ezért annak

ugyancsak szerény 35 rdcspont a
mar igen komoly problémidt jelen<.
az osztilyok szama ebben a xonk-
ellenére, hogy szamos eljdras
ismeretes a feltételes eloszldsok kizvetett beecslésére, szzena-
rild fliggvényeket elG411itd tanulé-felismerd algoritmusokra,
mégis csupdn "Nearest Neighbour" /NN/ -tipusu eljdrdsokra ti-
maszkodhatunk., Ebben az esetben a legnagyobb gond a tdrolands

mintaelemek nagy szdma és ezzel Usszefiiggésben az analdzidk vir

hatéan nagy keresési ideje. Eppen ezéri olyan mddszerre van
sziikségz, mely eleve csikkenti

az archivaldsra keriild mintdl
gzamat.

3.2. Egy szelektiv NN-eljdrds /SNN/

2+ N L v, )
Legyen Ty={ (%, 0P 31 » ®ee T (x50 ¥,) €&, @)
fiiggetlen,azonos eloszldsu mintasorozat; Xc;RM =metrikus min-

tér a /A metrikdval, ® pedig véges /diszkrét/ paramdier-
tér /lda. 1,2, pont/.

A ktzbnséges NH-eljérdsra tdmaszkedd alakfelismerdsi modell-
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ben, a "tanuldsi fAdzisban" minden beérkezd (xk,wﬁkﬁ minta-

part meg8rziink és ennek megfelelden Tﬁ mintasorozat melletit
N tdvolsdgot kell kiszdmitatunk x

illetve a legkdzelebbi tdrs kikeresédséhez
litdst kell tenniink. Itt N rendszerint®

xl,xg,...,x kozdtt,
DfH fsgzehason-
Eleg nagy értékeket
érhet el és ezért egy-egy osztdlyozds meglehetdsen "kbltsdges!

E gondolat jegyében az NN-mdédszer kiilonféle javitdsai
lattak napvildgot /Hart,1968; Gates,1972/.

Tipikus az olyan mdédositds, mikoris a teljes TN minta-
anyagot Onmagin tesztelik és enaek nyoman bizonyos elemeit el
haggysk. Mi most egy olyan eljdrdst mutatunk be, melyben az fr-

chivum szdimossdga 4ltaldban véve nem nbvekszik olyan gyorsan,
mint N

Minden mintapdr mellé hozzd fogunk rendelni egy P

terms-
szetes szdmot, amelyet osztdlyozdsi gyakorisdgnak neveziink.

Az algoritmust a kovetkezdképpen adjuk meg: az elsd lépdsben
az archivum egyetlen elemet tartalmaz

$p= { (xpy ¥ RS

a' [k+1l/-edik (xk+1*'&k+1 e TH minta médositjaa k-adik le-
pesben adott Sk archivumot

'
/L Spya= ‘}[ S U | (Mp1r Viee1)y  ha g 0
L ES}«: 16 NDYIV{E3)Y na Piey =

és megfeleldlépren az uj mintaelem osztdlyozdsi gyakorisdga

Vy,1=1 lesz, ha V7 4+ » illetve a médositott Mz, ")
minta osztdlyozdsi gyakorisdga is vidltozik eggyel V= vV +1 ,
“amikor ﬁyk+l= ¥ ItE (%, 7 ke1) legkdzelébbi tdrsa
az Sk mintasorozatbhdl (x, ) s i1letve v jeldli ennsk
osztdlyozdsi gyakorisdgdi; L?k+1='ﬂ‘ esetén a médositots:
minta:
Hhy SZe MEEIpa F o= .

k+1l

Nisszével, ha az eddigi archivum alapjdn az uj minta comts

lyozdsa helytelen, akkor azt felvesszlik az archivumba &, .<7 -
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gyel; ha arz osztdlyozds helyes, akkor csak az ezt osztdlyozd

mintdt korrigdljuk /2/ szerint, valamint az osztdlyozdsi gyako-

risdgdt ndveljilk eggyel. Nyilvdnvals, hogy olyan szepardlhatd

osztdlyok esetén, amikoris tetsz6leges xe X esetén legfeljebb

egy olyan V&€ ® 1létezik, hogy az f (#/x) feltételes

slirliségfigevény pozitiv &g asz Xg= {x: f(W}/K}?'Uj jeltléssel
V¥ -ra és VxeXy -re teljesiil a

VX’E.I{.,E. F'\?’u{:“& v:{"E }:“1}'” &(x'x.){&(x,x”«:}

feltétel, akkor Sy Usszesen legfeljebd card@@ mintapdrbdél fog

82
&llni és ezek elsd tagjei /2/ miatt rendre konvergilnak
a megfeleld B(x/Xo) feltételes vdrhats értéknez. /Hiszen
ekkor minden NN-osztdlyozds korrekt lesz /m.m./ és igy minden
L -ra killon-kiilon alkslmazhaté a nagy szdmok titele./ Ettél
az egészen specidlis esett6l eltekinive, emnek az SNN-eljérds-
nak a konvergencidjdra:nézve semmilyen elméleti eredmény nem
ismeretes. A klasszikus Nii-konvergencidk érvénytelenek, hiszen
itt a2z archivum elemei vdltoznak N nivekeddsével, Ezért ey
egyszeri empirikus vizsgdlat hivetott az SNN-eljdrds egy eld-
zetes elemzésére.Ennek sordn megvizsgdljuk azt a vrrzidt is,
amikor /2/ a kivetkezdképven mddosul: ¥ = x , vagyis az archi-
vum elemei. nem vdltoznak meg., Nevezziik ezt mddositott Nil-elji-
rdsnak /MNN/. Ennek konvergencidja trividlisan kivetlkezil a
kztnséges NN-médszerek konvergencidjdbél.

Legyen @ ={0,1Y% és legyen f(x/A%) gaussi stiriisézfii
vény 5 =0 esetén m =0 , =1 esetén pedig m, =2

T -—
33
P &
I

o am
s R
-

-
[
= i Lo

értékkel, valamint mindkét esetben € o= T=1 szdérdssal. Le-
gyen tovdbbd P =07 = Pi--sl =1y = 1/2 ., Ebben a statisztikai
felismerési feladatban az elméleti Bayes-dintést nyilvinvald-
an a

B e il

0
l , ha x37 1

i

valésziniiségi vdltozd adja meg. A Bayes-hiba

7 ; kR '_\_ 1'\!5-_\
4/ P%'&B?x}*}= Pfﬁ3=o, ¥ =1y + Py =1, ¢"=0Y
e L.
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n

%{[1‘ j \i?(x 0 1)dx_[ flf(x;E,l)dx} = 0,16,

L

ah01 éﬁ a norma lis eluszlés SurUEngUgg?EﬂjE az adott paraméterel
N=1C0 esetén =@y konkrét numerilus példdban

- NN MNN SNN
az archivum
szdmossdga 100 32 28

valamint 100 ujabb /véletlen gaussi szdmgenerdtorral eldfalli-
tott/ mintdval szdmitva az empirikus hibavaldsziniségek

NN NNN SNN

az empirikus
hibavaldsziniiség 0,20 0,18 0,18 .

A mintaanyazbél pdrhuzamosan megbecsiiltilk a Bayes-hibdt is 2
eredménylil 0,13-t kaptunk, ami igen jé1 kbzeliti a /4/ alat

. elméleti értéket. /A realizdlsd programot és a hdrom futdsi ered-
ményt a G. melléklet mutatja  be./

8
.L
it

&
3

3¢3. Az SNN-eljdrds alkalmazdsa

A 3.2.-ben vAzolt szelelktiv NN-mddszer elsd kbzelitéshen si-
kerrel vizsgdzott a 3.l.-ben leirt feladat kapcesdn. A 30 osz-
tély koziill Gsszesen 26-b81l gyiijtdttiink mintdkat a2 becsiilt a pri-

‘r =9

Gri valdsziniliségekkel ardnyos szdamban., A szekvencidlis tanu-
dst megeldizden mindegyik osztdlybol kisorsoliunk 1-1 elemet

. W

és eldre archivdltuk. Ezt kXdvetlen 110 mintdval "tanitottunk”:
27 esethen az uj minta paramétere egybeesett annak Ni-becsli-
sével a megeldzd mintdkbdl., /Mivel a szinoptikai gyakorlathdl
ismeretes, hogy némely HB-osztialyok elég nagy hasonldsdgol

mutathainak, tehdt feltehetden a Bayes-hiba eleve meglehe
nagy, ezért figyeltilk, hogy a misodik legkdzelebbi tirs, i
a szinoptikus szempontbd hasonlé NN-ddntések szdma mellora. IZh-
ben az éritelemben még tovdbbi 28 esetrdl volt elmondhatd, Horsr

i
PLE

etimen
o i

o

L. PR

elég jo becslésnek mindsiilt./ Terménzetesen a mdédszer konverzo:
ciija és minSségének becslése mig tovdbbi vizsgdlatokat iginy=l,
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4. MAXINMUMERTEKEX ELOSZLASBECSLESENEK IDGEGYSHG-PROBLEMAIA

4,1, Egy "rdvid" szélsebesség-maximum megfigyelési sorozat

Az extremdlis értékek statisztikal vizsgdlata igen fontos sze-
repet jétszik a klimatoldgidban. A csapadék-maximumokkal foglal-
kozott +tBbbek kdzdtt Hershfield/197%/, mig misok a szélsebessdg
maximdlis értékeinek eloszldsdt elemezték /Péczely,l965; Bozd.
1964/. A téma kapcsdn dltaldban a legnagyobb gond a kelld szd-
mu, statisztikailag homogén minta hidnya.,

Miskolerdl példdul 1955 6ta rendelkeziink olyan szélsebessé-

gi adatokkal, melyek a kérdéses statisztikail vizsgdlat alapjé-

ul szolgdlhatnak. A tervezdsben /pl. épiiletek, kémények stb.

tavezésében/ dltaldban az a kérdéds meriill fel, hogy mekkora a2

valészinlisége egy-egy meghatdrozott kiiszobértéket tullépd szél=-

sebességnek adottidészaks» - pl. két év - alatt, Tehdt ha az

1955-161 1974-ig terjedd iddszakbdl éves maximumokat képeziink

a szokdsos mdédon, akkor Osszesen csak 20 minta 411 rendellkezé-
siinkre a kérdéses statisztika becslésére., Mivel dltalédben 2z
emlidett kilszt@bértékek az eleoszlds "szélén" helyezkednek el,

ez azt jelenti, hogy viszonylag kis valdsziniiségil eseményelril
van szé. Ennek fényében méginkdbb bedthatd, hogy a megfigyelések
émlitett szdma meglehetdsen kicsi.

A kétéves maximum eloszldshak becslése azonban nem felt
leniil csak éves maximumériskekbdl végezhetd el. Ha statis
ileg homogén marad a mintasorozat, akkor lecstkkenthet jik ezv
az elemi idGszakot példdul félévre. A f6 kérdés most az, mikind
vdltozik meg ekdzben a becslés mindsége.

l'." E'D\

ztika-

4.2, A maximumeloszlds az iddegység fliggvényében

Legyen XI,IE,...,KM,... fiiggetlen, azonos eloszldsu vald-
szinlisézgi vdltozdk sorozaia. Célunk a

- pf X
LA Plt.:f'rf-l,zm.'r g S le

valésziniiség becslése valamilyen rogzitett x, My ds T =re.
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/A gyakorlatban M,> M, de ennek a modell szempontjdbdél nines
kiilondsebb jelentdsége./ Tegyilkk fel, hogy a T "iddintervallum”

w egyenld, egymdstkivetd 1 hosszusdgu részre oszthatd,
akkor

Py w=1 "
- Pp= I P{ max X, < x \j =D )
T k=0 {t:t~1u11=k't+l, t o
KT+2 juaiThT

Tegyilk fel tovdbb4, hogy M szdmu megfigyelésiink van /N rig-
zitett/ és at egyszeriiség kedvéért M is oszthaté T -val ,

M=N-<T s akkor p. becslése:
-1
A 1
I3/ p sl ol R -
ahol .
8/ T = - ; ha max'{ka+l""’xkt+t] < x
% 0 3 egyébként .

Kdvetkezéskénppen Pp  becslése

Mindenekeldtt beldtjuk az /5/ becslés aszimptdtikus torzi-
tatlansdgdt /Faragd,l1977/.

1l,tétel: Fenndll a kbvetkezd aszimptdtikus reldcid:

b P
3 L0 wiw=1) _w . (w=-1) w=1 =2
16/ EPp = Pp +-ﬁ1- ﬂiﬁ——-pf + oy P } + o(n™°)
Bizonvitds, /3/-bél
X k kN ]
2 { 1 2 wl oo
VAR T B I L i A - -
T 3::‘” iﬁj{i=1f l 2 klEkET - @ & "I:I ! i
W
Ny x=1
hacsak Nzw . Itt
wl _
dg= ko dkolewakto!
3k1 ,...,ki +0 £ o

+

.—1 a s
és Xk,.=0C egyébkgnt,
- lll+—‘ —

hogy kil+ iy W
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Specidlisan

o Jw=<1:,)-@: (e

/7/-ben : csak a leglassabban konvergdld elsé két tagot megta

T
va, majd /8/-b8l a behelyettesitéseket elvégezve

A X W w=1 wW=2
EPT'_ W [pr—; +J 1P, D(H . }]

' 2
PO . P wiw-1 ( w=1 w=1 -2
_PT,*'H[-%—JPE*'J‘LE'_‘L D, ]+D(H )9

amit /2/ figyelembevételével éppen blzunyitani xellett. Ul

A fenti tételbdlazonnal kovetkezik a Pp becslés
tikus torzitatlansiga.

asgi mntc—

A kBvetkezd tétel e becslés aszimptétikusan erps konzisz-
tencidjdt mutatja meg.

2.tétel: Az /5/ becslés szérisdra teljesiil, hogy

‘I
m
.1.

/9/ ]}I?T =':lq' pgw"l we - we p. - %) + D(N-z)
Bizonyitds. Fejtsiik ki 2 szdriat:

_ Ei ::“__. Ik]I 2w _ (E:ET)E

Az elsé tapra alkalmazhatd az 1l.t2tel, ha N3z2w:

-
'Eﬁ% - P% +% o ( 23 P-:) + O{N )

2
az = 5 2
(w; ._‘) _ o w(w 13 Pw N (w=1)"° . Pw 1

2 T ] s

jeldléssel. Ugyancsak az 1.tétel alapjén
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n\2 D '
(EPT) = Pp + i—a;nc@;p.,_.) + Pp + D(H'E} ‘

Kovetkezésképpen
A L K
DpTz TI-'L*:{(EW;P«-:) = 2 oc(w;p, ) : pT] + G(H_E) ’

aml ©C Dbehelyettesitdsdve] éppen /9/-t adja. O

Vizsgdljuk most meg /9/ £y

) g5%sét az iddegységtdl. Pontoszb-
ban, mivel /9/ aszimptétiksjst a

- WP -5

/10/ Ples pys?) = Piw'l (\WE 2 1)

egyitthatd hatdrozza meg, helyettesitsiik be

ide az
N=it/ v ow=T/m ; Do =D
kifejezéseket, Akkor
2
M s per) = v T () S - 1)
[ 1 1 ( ]_) TE Gl

egyenléség adja meg a vizsgdlandd fligzvénykapecsolatot.
Abban a specidlis esetben, amikor a .=l és T,=2

1= 5 iddegy-
ségeket kivénjuk Osszehasonlitani, azt kapjuk, hogy
& .
. T bom . Y 27=2 2 _'_J-_'_ e
/12f ‘P\EEF]_:T )IE' = !-:l"‘(lrper}'i = P [EI(I_PZ;!' A =h

3 & A
= pl}gl-pl)T -3 ;] .

Ennek most csupdn eldjelét vizsgdlva a szigletes zdrsjeles

kifejezés értékeit T=2,3,4 esetben az 1l.4brdn vizol

1tukx fel,

EbbSl azt a kdvetkeztetést vonhatjuk le, hogy =1 melleit

agzimptdtikusan Jjobd az /5/ becslés, mint m,=2 -re

oA S
=N 2m

kiiszbérték =2latt, illetve egy X, / x1<:x2{:l [kilezbh Slest.

4.%. Gyengén fiiggd minta és egy paraméteres becslés esete

A /4/-ben bevezeteti indikdtorfiggvényeket [illetve a
feleld eseményeket/ erésen keverdnek mondjuk /Rosenblatt

e

V3

105

e
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Ibragimov-Rozanov,1970/, ha minden
113/ (2) R E E% T ) EI
= up \ - 1——3"
Sn Myyeeeng ! M=l M0 4=l Milne e
n(nlv“,mﬂ=n

ahol =Nl fayenssiYes min n,=-n.
( 12t ¥ q) 121, §4q | i 3‘

3.tétel: Feltéve, hogy

Lo o
J1i4/ & 2

az /5/ becslés aszimptéti kusan

torzitatlan s konzisztens
marad,

Bizonyitds. Jeldlje'itt

M r o
ot Xy @z /5/ becslést a /1%3/-mal adott
fiigerd mintdra, akkor

W w .
E'Er-..-’E-f; = £ 4 x. Z [E(D‘ Tn:) — ¥ w! =

P& 4
ﬂl.;""r""ﬂ'
i, + no

r(n,,.yne)=n

g =iy ¥ |I "
3 - % | ' i W,
+ Z e [E(Il I:L)_—}Fi i |l'r I ] §
=4 n e Ny =4 i “ K,,'Jﬁ-_' b
ﬂ;-_i;n‘pl'

“indy Tkizsw ;g s
Az egyszeriiség kedvéért tegyitk fel, hogy N-1 oszthato [w--/ -
gyel, L(w=-1) = ¥-1 , val amint Ay jeldlje az 0%53?2’ :
elrendezést az 1 £ nl,ng,...,nw,é i (_ni;nj) szAmoikbd
lyekre n{nl,na,...,nwj‘-}n

B wa (N=1- (w=1})n )
Ap= (. w :

£ i =
és B azokat, melyekre n(nl,ng,...,n;) n

i 1 WL g =Y L5
anﬂn_ﬁ‘n+1= —“-r-f(w—;) w N + o(n B nelL

Exkor

L
| - 1 [ - ( i
T o & = ! £.7 B 4] W
1...1....11 J:rPT l = Ew 3"]__;—[:| i § 3 n )
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. % ( 1) L 1 x 0
= = Ww-1) w =2 S w=-1)w = iy
= $n < §0-1) =5 Sn

Az l.tétel és /14/ alapjdn ehbll médr kbzvetleniil beldthats
§& aszimptétikus torzitatlansdga., Részben a 2.tétel bizonyi-
tdsdra tdmaszkodva a konzisztencia hasonléképpen igazolhatd. O
Kdovetkezéskénpen az /5/ becslés alkalmazhaté a /13/-szerint
gyengén fiiggd mintdkra is, de az erSsen kevers mintdk defini-
ciéja tul dltalédnos ahhoz, hogy itt konkrétan megvizsgdlhatd
legyen az iddegység-probléma.
Paraméteres becslés esetén mar tobbet mondhatunk. Legyen az

Xl,XE,...,XM,... mintaelemek eloszldsa a priori ismerten
gaussli my vdrhatd értékkel és

€, szdrdssal. A paraméteres
becslés Pp -re:

. ... vy T - LA aw
/15/ Pp = Pg = L S W(z, My ,G}) dzJ
= a0
feltéve itt, hogy o, elore ismert

ﬁ Ll
m., pedig a megfeleld
empirikus wvdrhatdéridk:

N=1
A 1 —— f 1
im - =] e il . w
T N MBE 1xk¢+1’ ’Ikt+1j
=
- . Fan - aw - I - . |
/ ﬁ a normalis sliriiségfiiggvény mo , T paraméterekiel, /

4.5étel: A /15/ becslés szirdsdnak aszimptétikus alal

2

f
- 1 g T -
J16/ ]]33,,_1 zi:é:i T) TE T 8¥P) -‘-——2‘]I + D{N 2) "

el

o
L=

Bizonyitéds, TFejtsilk Taylor-sorba a siriisegfiiggvényt a virhzid=-
érték paramétere szerint:

LE(Z‘F"___ ?FJ\’ \_Pl"z m"i‘.lr—t) L‘r{zrmt E;‘;Erq ([" =¥ ,H
.r_ i e T
e -%—-L{-(z;mt ]r;t) jE {zﬁll-t‘] +1J {Ht_“’J + (5 ‘“’“x::':} .

Ezt /15/-be helyettesitve:

4 G- .l
s 13 Ty ifesnf ] -
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H@)r] § qeermet) 23] S+ 007

Jelolje UL(W5PE) ismét az N"1 tag egylitthatéjdt. Vegyiik
észre, hogy

x
[ = Coint) @ 2 glun, ) * e,

T

és igy
Dl'l =*r m‘-(ZW,p ) 2 nr.(w p.t) D + o(n~ 2)

zwh (x M, ,T) + D(N'EJ
ko Tnt,

=u P 2 2#;% EKP“'-—%EL} + D(M E)

" Emzel a tételt bizonyitottuk.

A 3. tételbll azonnal kdvetkezik a /15/ becslés aszimp
kus teorzitatlansdga és konnyen levezetheztd ennek aszimpt
konzsztencidja is.

Jelslje /16/-ban N™* egylitthatdjds P(zipy,T) o idee-
vizggdlve a2 mo=l , T

.J- I'; -
LOL1l—
LA Tmgym
OL1LALLS

5 2=2 snecidlis esetet, azt kanjuk, -

:_J

:.’7‘(2;?1:1‘} 5 e iF’( l;Pl,T )g Z 0
! i -

/felhaszndlva az My=My + G'lf T és C’§= {1—1;"?';) r;"%
reldcidkat/, ami azt jelenti, hogy dltaldbmn a kisebbik idfezy-

ségli paramdteres becslés jobd aszimptétikusan.

#.4, Egy szélsebességi mérési sorozat analizise féléves elemi
maximumértékek alkalmazdsdival

A 4.1.=-ben emlitett mintasorbdl féleéves maximumericekeket
szdmitottunk a szokdsos éves értdékek helyett. A 4,2, és 4.3

L]
pontban bemutatott eredmények alapjian helyesebd ennelt az 14—

e

egységnek asz alkalmazdsa, ha az Nl:zu éves €cték helyett kapotth

dd e

N=40 féléves minta tovdbbra is statisztikailag homogeén marad,
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Ennek érdekében /Faraszd,1977/ -ben eldszbr az elsd illetve
mdsodilk féleévi értékekbdl 4116 kétdimenzids mintasorozat norma-
litasat igazoltuk statisztikailag /Hald,1967/, majd a korreld-
cids egylitthatéra t-statdtztikdt szdmitottunk ¥ §‘=D,22 :
t=0,96; 18 szabadsdgi fok/, ami alapjdn 95i-os szgignifikan
szinten elfogadhatd

ség hipotézise. /Az itt alkalmazott statisztikai eljdrdsoXxial

kapcsolatosan Lehmann866/, Vincze/1973/ s Prékopa/1072/ mun-
kdira hivatkozunk./

&
volt a korreldlatlansdg, azaz a fiigzetlen-

g

A homogenitds ellenfrzése érdelében eldbb P-teszt kdveitkes

LF e e i}

zett /F=1,93/, majd az empirikus virhatd ériékek egyenldséginel:

igazoldsdra ismét Student-préba [t=1,07 ; a szabadsdgi fokok

széma 38/, amélnek kévetieztében 90 illetve 95%-0s szinten
elfogadtuk a két szddisnégyzet illetve a két varhatdrtdk azonss—
sdgénak hivotézisdt. Mindezek alapjdn a féléves idfegységekre
kiszémitottuk az empirilkus vérha%éértéket és szérdst és a to-
vabbiakban a2z e paraméterekkel adott normdlis eloszlésunak fel-
tEtelezett féléves idlegységii szélmaximum képezte a tetszdle-
ges szdmu év alatt a tetszdleges kilszdbértél tullépési valdszi-
niségek beecslésének alapjit.
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A meteoroldgial megfigyelések rendszeres archivdldsa, =z

(=

rie
teoroldégial szolgdltatdsok ©sszessége, a kutatidsok sordban p: -

dig elsdsorban a statisziikai vizsgdlatok széles kdre szdmité-

gépes meteoroldgiai adatbank és az ezzel kapcsolatban 41.6
adatbankszervezd és feldolgozdi programok rendszerének létre=-
hozdsdt igényli. Ebbe z témakdrbe végd kérdéseklel foglalkozik
tobbekx k0zdtt a kordbbi helyzetrdl dtfogd képet add WNO/196

kiadvény, vegy példdul Boriszenkov-Romanov/1969/ és Craddoca

/1970/ munkéja. Az emlitett rendszer megteremtésével kepeso-

latos alapelveket, illetve az eddig megvalésult Llépéseket eogy

il
tanulminyban foglaltuk 8ssze /Faragd et el.,1976/.

Az adott tipusu feldolgozds szerint orientdlt

adatbanioic
dltalinos

ismérvein - gyors adathozziférhetdségen, zz . adatol
kiillonféle rendezettségii elérdsének egyszeril szerkesztésén

é¢lloménykiegészitési tevékenység kidpitésén stb. - tulmenden

a staisztikal természetili dltaldnos /példdnl alkalmazott X2
matolégiai/ és egyvedi /4ltaldban klimatoldgidn vagy prog
tikdn beliili kutatdsi/ cdlok egyéb szempontokat is eléirnalk.
A legfontosabb ezek sordban, hogy klildnféle - t8hhé-kevéshs
szekvencidlis - mintavételezéseket kOnnyen, gyorsan

és ni 485uh
valamilyen specidlis "lekérdezd" nyelv segitségével

megadhatdéan végezhessiink el, Emlitésreméltd ezen tulmenden

a "szirmazitztott" dllomdryok problémidja, is. Hagykitewjeiési
adatmezdk, vektorok esetén, mint példdul a 2, fejezetben 1-Ii4ni:,
a2 statisztikai

ika il vizsgdlatokat az eredetl minték elé =
formécidja /adatredukcid/ elbzhetl meg. Ez pedig gyakorlat:
a2zt jelenti, hogy a megadott "eredeti" adatdllomdnyalc
az adatbankba felvessziik ezek bilzomyos vdltozatait is.
A statis~tikai feldolgozis-orientdlt /pl. tdvprognosziilkasl
klimatoldgiai/ adatbank mellett vdrhatdan mds J llegli meteorc-
16gai adatbankol: is kidolgozdsra keriillnek majd az Orszdgos
teorolégiai Szolgdlat néhény éven belll esedékes negykenacidl.

su R-kategériiju szdmitdégépén. A jelenlegl eldkészitd szalosz:



95 =

kordbban az $zKI IBM 370/125 tipusu gépén dolgoztunk DOS ope-
raciés rendszreben, ujabban pedig a SzUV 370/145 =-8s gépén 05
rendszerben. A statisztikai feldolgozdsok szempontjdbdl elsd-
sorban a rendelkezésiinkre 4116 SSP /Séientific Subroutin Pac-

kage/ tudomédnyos programkinyvtdr érdemel kiiltn emlitést, mely

egy sor statisztikai beeslési és hipotézisvizsgdlati eljdrist
tartalmaz szdamitégépes /Fortran/ szubrutin formdjiban. I

8 2.3 pnntban vidzolt modell messzemenden hasznositja az 537~
ben adoitt kiilonféle el jardsokat.
A jelenleg folyd statisztikai vizsgdlatok szemszlgébdl is

mar alapvetd jelentdségii a szdmitégépes feldolgozdsi lehetdsd

iy B

a késdébbiek sordn virhatd szamitdgép installdlds utdn pedig =

(=9

Jelenleg sokszor csak elméletileg kidolgozoti, vagy mids kiil- és

belfdldi kutatdk dltal analizédlt eljdrdsok tdg kire lesz nagyobd
adatseregre alkalmazhatd, illetve adaptdlhatd.

A tavprognosztikdval kapecsolatos kutatdsok az Qrszicos lle-
teorolégiai 3zolgdlatnil jelenleg a Tévprognosztikai Csopors

keretében Tolynak, melyek szerves részét képezik az 1.1.

2.1. és 3.1. opontban leirt feladatok. E vizsgdlatokat Czivel

Istvdnné tudomdnyos munkatdrssal, meteorolégussal kizitsen vi-

gezzlk; a globdlis regresszids modell kidolgozdsa és szdnitds-
technikai realizdldsa sordn Szlachdnyi Xornélné tudominvyos

segédmunkatdirs is bekapesolddott a kutatdsokba. A programezss:

[£6ként FLl-nyelvii programszerkesztési / munkdkban nagy zzersre
van Salamon Liszldéné rendszerszervezdnek, Az adatzsugﬂ“'L’“ﬂ‘

o o e e mw

kal keapcsolatos elmélef €s a regresszidszdamiiis kalmazds
terén kordbban Gulyds Ottd kandiddtussal, a Mdédszertani C=
vezatéjével végeztink kOzdsen kutatdsokat. A 4.1, non
leirt feladatot Szalma Jdnosné tudomdnyos munkatdrs, az Zgho]

lati Téjékoztatd Oztdly tagja veletie fel
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