Ur-tan elemei

2. oldal

Bévezetés

§1 Az tirtan fogalma

Ez a végetlen nagy {ir, melyben a f61don s egyéb nagy égi testeken kiviil minden egyes foldi
testek mint nélkiilozhetetlen helydkben tanaltatnak, rész szerint mar magok ezen kiilonbdzo
testek bennetalltatasanal fogva, részint sajat képzelddésiink vagy gondolataink s
kimutatasaink altal feloszthato s fel is osztatik szdmtalan kiilonb6z6 nagysagu és alaku
darabokra, melyek k6zol egyik vagy mindegyik lirdarabnak vagy geometriai testnek
neveztetik.

Minden trdarab véges vagy hatarozott, s hatarai vagy ,,szélének egyeteme” neveztetik lapnak.
Lap a testnek hatara, tehat test nélkiil ki nem mutathat6. Ellenben a testet nem lehet észlelni a
nélkil, hogy rajta a lapokat észre nem venndk. Ugy azt is, hogy
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minden test a végetlen {ir tobb részitdl azon lap vélaszt el, mely neki szélei s ennél fogva a
lapot ugy is lehetne meghatarozni, hogy a lap két egybeesd tirdarab valasztéka. Egyébarant a
lapokban mind nagysdg mind alak tekintetében véghetlen kiilonbség lehet, mi itt csak ezen
egy osztalyozast emlitjiik meg, hogy a lapok lehetnek egyenlapok és gorbe lapok. Egyenlap az
mely maga magaval szembe helyezve egyiivé eshetik, ugy kozottiik hézag ne maradjon.
Gorbe lap melynél ez lehetlen.

Lapok lehetnek, vagy gondoltathatnak végteleneknek vagy végeseknek. A véges lap szélei
egyetem neveztetik vonalnak. Vagy a lap ezen a vonalon tul is terjeszkedni képzeltethetvén, a
vonal ugy lesz tekinthetd, mint két szomszéd lap valasztéka. S a vonalak lehetnek szintén
egyenesek és gorbék. Egyenes vonal az mely maga magara barmely helyzetben fektetheto,
ugy hogy két
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Pontjuk egyiivé esvén, egész hoszszusdgokban is 6szve essenek és hézagot magok kozott ne
hagyjanak. Gorbe vonal az melyet magara helyezni lehet ugy hogy két pontja k6zos leszen, a
tobbi pontjaik egymasra ne essenek, hanem magok kézott hézagot foglaljanak bé. Végre egy
vonal lehet végetlen és véges. Ha véges, két vége neveztetik pontnak. Vonaltdl a pont, laptol a
vonal, testtdl a lap elvalaszthatatlan még gondolatban is, gy hogy pontot vonal nélkiil,
vonalat lap nélkiil, lapot test nélkiil képzelniink lehessen, de beszélni roluk kiilon is lehet. S
példanak mondani, hogy a vonal ugy tekinthetd mint egy mozg6 pontnak utja, lap mint egy
nem dnmagan mozdulé vonalnak utja, s test mint egy nem dnmagan mozdulé lapnak utja. Es
mar e négy dolognak pont, vonal, lap és test kdzos neve ,,lirtani menyiségek” ¢és pedig a pont
0" rendii {irtani menyiség, mert sem hoszszal sem
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sz¢élességgel, sem magassaggal nem bir. A vonal elsd rendii Girtani menyiség, mert hoszszal
ugyan bir, de nem szélességgel sem magassaggal. A lap masodrendi Girtani menyiség mert
hoszsza ¢és szélessége van. Végre a test harmadrendii mert hoszszusaggal, szélességgel €s



magassaggal is bir. S e négy lrtani menyiségrol érdekes megjegyezni — megtanulni és
alkalmazni val6 igazsdgokat foglal magéban az a tudomany melyet igen keskeny értelemben
neveztek volt még régen Geometrianak, mi pedig mar terjedelmének megfelelébb névvel
nevezziik ezt Urtannak.

§2 Az trtan részei

Az lirtannak négy targya van: pont — vonal — lap — test. Természetesen tehat ezeket renddel
veszsziik vizsgalat
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Ala s tanulunk

1" A pontrél — a mi kevés lesz err6l mondanivalonk, ez lesz a Ponttan

2°" A vonalakrél — Vonaltan

3°" A lapokrdl — Laptan

4" A testekrél — Testtan

De ezen osztalyozasnak még mas oldala is van, ugyanis a harom els6bb terjtani menyiségeket
két esetben lehet vizsgalat ald venni — mert ezen menyiségek eléfordulhatnak

mind csak egy egyenalapban

kiilonb6z6 egyenlapokban

Mig pontot, vonalt és lapot méar csak azon foltét alatt vizsgalodunk, hogy mindenik a mi
egylitt fordul elé ugyanazon egy egyenlapban esik vizsgalodasaink az ugy nevezett lapos
trtant foglaljdk magukba. Ha pedig
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Ugyan csak pontot, vonalt és lapot vizsgalunk, de mar nem mind mulhatatlantl egy
egyenlapban létezdket, hanem kiilonbozd egyenlapokban és helyzetekben. Vizsgalodasaink
mar atmennek a testlirtanra, melyhez fog tartozni részint

a pont, vonal és laptan kiillonb6z6 egyenlapokra vitetddo része, részint

a testtan minden esetre.

Mihez képest mar az egész lirtannak osztalyozasa egy lesz

1° F6 rész — Lapos {irtan — Geometria v Planimetria s ebben

1° Rész Ponttan

2X___ Vonaltan
3X ... Laptan
Ezt koveti

2 F§ rész - Testi tirtan — Geometria solidat
5. oldal

pontra s kovetkezoleg egyik félkor keriilete a mésik félkor keriiletére, mert ha nem arra hanem
valahol vagy kiebb vagy benebb a kézépponthoz tavolabb v. kézelebb esnek, tehat a sugar
azon pontban nem volna egyenl6 a mas sugarokhoz.

2. Szelet azon darab, mely az iv s annak hurja kozott fekszik

3. Czikk azon darabja a félkornek mely két sugér s azokat egybekotd iv kozott fekszik. Itt is
lehet mondani, hogy minden sugarparnak két ive, s tehat két czikkje van.

Erintének neveztetik azon egyen, mely a kor keriiletével csak egy pontban talalkozik. Ennek
tehat minden pontja kiviil esik a koron.



Oszvevethetd, hogy ha két egyenld sugaru kort egymasra igy helyeziink, hogy egyiknek
kozéppontja a masik kdzéppontjaba essék, azon két kor keriilete egészben egymasra esik s
egy az egész kor és fedi egyik a masikat.

§7 Két egyen

Két egyen egy mas csak harom helyzetben allhatnak

Csak egy pontjok k6zos. Ekkor egymast atvagjak.

Két pontjok kozos. Ekkor minden pontjok kdzos s a két egyen egyiivé esik, vagy ugyanazon
egyent
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alkotja
3) Egy pontjuk sem kozos barmiként is megnyujtassanak. Ekkor neveztetnek
parhuzamosoknak v. paralelldknak.

§8 Szog

Két egyen melyeknek egy vagy tobb pontjuk alkotnak egy sz6got széles értelemben,
szorosabb értelemben pedig, ha csak egy pontjuk kozos, a sz0g hogypontja azon kozds pont.
Két szara a két egymassal V ben all6. Ha egy egyen a masikon fekszik, de egyik a mésiktol
elmozdittatik egy pont hijjan, melyek folyvast egymason maradnak, az elmozdittatas
1d6épontjan kezdve mar csak azon egy pontjuk lesz k6zos, s ezen allapotjukba mondom hogy
sz0got alkotnak (szorosabb értelemben). Szélesebb értelemben pedig szogot alkottak
elmozdittatasuk el6tt is. Tovabb mozdittatvan mind nagyobb sz6got fognak
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formalni, mig a mozditott végre forditott allasba érkezik t.i. hogy a helyt allasok ismét egy
egyent formal, de azon része mely el6bbi helyzetében a masikon fekiidt, most nem t6bbé rajta,
hanem annak a fordulasi pont felé¢ es6 megnyujtasaban fog fekiidni.

S ha most még az elkezdett aranyban tovabb mozdittatik a fordul6 egyen, ismét szogot
formal, a helyt 4ll6 egyennel. Ezen allasokban ismét nem alkotnak uj sz6got, hanem csak egy
egyent, melyben a mozditott egyen folytatdsa lesz a mésiknak, s ezen allasaban neveztetik
nyujtott szognek, ha pedig a mozditott egyen még tovabb mozdittatik, formalnak ismét
sz0got, még pedig mar viszszahajtottat, mely folyvast nevekedik, mig a mozdul6 vonal eldbbi
helyzetébe viszszaérkezvén a sz0g elenyészik vagy 0-va valik. E szerint az egy pont koriil
forgo6 egyen egy megfordulasa alatt a helyén maradé egyennel folytonosan
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(kivéve csak a kiindulas s a nyujtott szog esetét) szogot formal, ez a szog volt 6szvehajlo,
mind addig mig el nem érte azt az allast melyben nyult szognek neveztetik, azutan
széjjelhajlo, mind végig. Egyszersmind nem lehet észre nem venni, hogy a mozdulé egyennek
koriil forgasa alatt annak egy akdrmely pontja kort ir le, mely kornek ivei renddel nevekednek
s jelesen, mikor a szog nyult, akkor egy félkort tesznek, mig 6szvehajlo addig az ivek
kisebbek, miutan széjjelhajlo az ivek nagyobbak egy félkornél. St az ivek mekkorasaga
hasznalodik a sz6gdk nagyobb vagy kisebb volta meghatdrozasara — mi végre a kor eloszatik
360 egyenld ivekre, melyeknek mindenike egy fokunak neveztetik, s a hany fok fér el illyen a
sz0g két szara kozé, anyi fokunak mondatik a szog. Igy tehat a nyultszog 180 foku, az
0szvehajlo szogok kisebbek mint 180 fokuak, a széjjelhajlok nagyobbak. Ha egy nyult szog



két egyenlo szogre vagunk fel, mindegyik lesz 90 foku s az ilyen neveztetik derékszognek,
melyet
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tehat ha négyet adunk 0szve lesz beldle 360 foku, de nagyobb nem lehet. S innen a derék
sz0goOt is meg lehet hatarozni, hogy az, melyet csak négyszeresen lehetséges.

Konyti atlatni azt is, hogy két sz6g melyeknek szarai kdzé esd ivei ugyanazon vagy egyenld
sugaru kornek egyenldk, magok is egyenldk s egyenld szognek nevezik azokat melyek
egymasra helyezhetdk, hogy hogypontjaik s egyik szaruk egymadsra essenek, a masik szaruk is
egymasra fognak esni — az emlitett esetben, hogy ez fog torténni konyi atlatni, mert a két
szO0g hogypontait s egyik szarukat egymasra helyezvén ezen szaroknak az iv fel6li
végpontjaik is egymasra esnek a sugarok egyenldsége miatt — ugy iveik is az ivek
egyenldségéért. S kovetkezdleg masik szaruk s tehat az egész szog is. S ahany ilyen szogot
lehet 6szveadni ugyananyi ivét is ezen szognek, még pedig akarmily sugéru ivet, tehat
ugyanazon sz0g kiilonb6z6 sugéru ivei mind egyenld fokuak.

§9
A sz6gok fokaival egyszerre atlathatd igazsaga
7. oldal hata

tovabba ezek

Egy nyult szoget alkoto két vagy akarhany szog ivei 6szvesen = 180°. Ha csak két ily szog
alkotja a nyult sz0got neveztetnek mellékszogoknek. S ha a kettd egymashoz egyenld
mindenik neveztetik, mint mar megjegyeztiik deré¢k szognek, s melynek ive = 90°

Egy kdzpontba hegyell6 minden sz6gdok dszvesen egyiittvéve 360°

§10 Tovabbi igazsagok a sz6gokrol

Szembehegyell6 sz6gdk egyenldk

Szembehegyelld szogoknek neveztetik azokat melyeket két egymast atvago egyen ugy formal,
hogy csupan hogypontjok kdzds nem pedig szaraik is. Hogy az ily szogok egymas koztt
egyenldk, legrévidebben ugy bizonyitjuk be. Legyenek

Ily szembehegyelld szogok,a=bésc=d
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a + ¢ = 180° mik nyultszogdt alkotnak, ¢ + b = 180° ugyanazon okbol, tehdta +c=c + b,
mindegyikbdl ugyanazt u.m. c-t elvéve a mi marad egyenld lesz, tehat a =b, s éppen igy
megbizonyithat6 hogy ¢ = d.

§11 Harom egyen, melyek kdzol kettd barmeddig nyujtva is egymast nem vagja, a harmadik
pedig igen mindegyiket.

Az egymast nem vago egyenek neveztetnek parhuzamosaknak, az ket vago egyen pedig
mindegyikkel sz6got formal, mindoszve tehat formalodik nyolc szog, melyeknek
helyzetokhoz képest sajat neveik vagynak jelesen

a, b, e, f neveztetnek kiilséknek, g, h, c, d belsdknek, b a d-hez, s fa h-hoz egyfeldl
szembenallo kiilso és belsd, b és f's a €s e kiilso egyfeldl szembenalloknak, h és d belsd
egyfeldl szembenalloknak, g és d-hez, h a c-hez belsd cserésen szembenalloknak, b és c, a és f
kiils6 cserésen szembenalloknak és mar tobb rendbeli
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szogparokrol a kdvetkezendd igazsagok allanak

1. a) ha a belsd egyfeldl szembenallok 0Oszvete 180°

Vagy

b/ a kiils6 és belsd egyfeldl szembenallok =k

vagy

c) a belso s kiils6 cserésen szemben allok =k

Ezen harom eset koziil akdrmelyikbdl kovetkezik a masik kettd is.

(Valahanyszor még tobb ily egymast feltételezd eset fog eléfordulni, mindenik
bébizonyitasaban ugy jarunk el, hogy kimutatjuk a) miként kdvetkezik egyik esetbol
mindenike a tobbinek is b) miként mindenikbdl az az egy, mi altal meg lesz mutatva, hogy
mindenikbé] kovetkezik mindenik.) Igy teszsziik itt is. a-bol kovetkezik b, mert
h+d=180°f.t.sz.

h +b=180° § szerint tehat

h+d=h +b s mindegyikbdl elhagyvan h-t

d=bm.b.v.

a-bol kovetkezik c
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Ha két harmagban egyenldk egy oldal és két szog, egyik az egyenld oldal mellett, a masik a
vele szembenallo, ilyenkor a két hdrmag merdben is, tobbi részeiben is egyenld pl.

ABC ¢és DEF harmagokban BC = EF és x =r, p =t, ugy a két harmag merdben egyenlok s AB
=DE, AC=DFy=s.

Vegyiik fel gondolatban ABC harmagot s helyeztessiik DEF re tigy hogy B pont essen E
pontra — ez lehetséges mert pontot pontra helyezni lehet — tigy tovabba hogy BC essen EF re
ezt is lehet, mert egyenre egyent helyezni lehet, ekkor C pont fog esni F pontra, mert BC = CF
f.t.sz.. Tovabba BA egyen fog esni ED re, mert x =r f.t.sz., ekkor A pont fog esni vagy D re
vagy D-n kiviil pl. H ra vagy D n beliil pl. G re. Ugy de H ra nem eshetik, mert ugy CA is
esnék FD n kiviil FH ra s p szog lenne 1 t sz0g §13.2 pedig p =t f.t.sz. G re sem eshetik mert
ugy lenne p >t §13.2. pedig p =t f.t.sz., tehat A pontnak esnie kell D pontba,
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s kovetkez6leg CA nak FD re. Igy a két harmagnak minden hogypontja s minden oldalai
egymasra esvén, azok egymast fedik, s kdvetkezdleg minden részeik egyenlok jelesen AB =

DE, AC=DF,y=sm.b.v.

§16 Masodik eset

II.1. Ha két harmagban egyenldk két oldal s a kozrefogott szog, azon harmagok egyenldk s a
tobbi részeikben is egyenldk Pl.




Ha ABC ¢és DEF harmagokban AB = DE, AC = DF ¢és a = d akkor egész ABC = DEF s
jelesen BC = EF, b =e, ¢ = f mert

Felveszem gondolatban ABC harmagot s tigy helyezem DF re, hogy A pont essék D pontra,
ez lehetd, mert pontot pontra helyezni lehet, gy tovabba hogy AB essék DE re, ez is lehetd
mert egyent egyenre helyezni lehet. Most a B pont fog esni E pontra, mert AB = DE, méasfeldl
AC fog esni DF
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re, mert a =d s C pont esik F pontra mert AC = DF, tehat mivel B esett E re és C esett F re,
BC egyen esni fog EF-re, mert két pont kozé csak egy egyen eshetik, és igy a két harmag
harom hogypontja s 3 oldala egymast fekiivén, a harmagok egymast fedik, s tehat egészben és
részekben egyenldk, jelesen BC =EF,b=¢e, c=f MBV

a masodik eset masik 4ga s az egész harmadik eset bébizonyitasa alabb a maga helyén
kovetkezik.

§14 Egyenl6 szaru harmagok

A harmagok kozott kiilonos figyelemre méltandd az egyenld szaru harmag, mirdl ez az
alapallas. Ha valamely harmagban két oldal egymast kozt egyenld vagy két szog az egyenld
oldalakkal szembendllvan, vagy a harmadik ugy nevezett talp, mellettiik egyenldk vagy
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2.a hegypontbol a talp kozepébe vont egyen fiiggd vagy

a hogypontbdl a talpra bocsatott fliggd a talpot s

a hogyponti sz6got felezi s

A talp kozepirdl emelt fiiggd a hegyponton megy keresztiil — ezen hat eset kozdl mindenik
felteszi a masikot akdrmelyiket s az ilyen harmag neveztetik egyenld szarunak.
Bébizonyitas

1 bél foly 2

i
QG
A

Legyen a felvett harmag ABC melyben AB = AC ez fordittassék tulso lapjara ugy hogy AB =
DF, AC=DEsa=d,b=f, c=ec. Ez a két harmag igy is egyenld lesz két oldal és a kozbelld
sz0gOk egyenldségéért, s kovetkezdleg ¢ = f mi enyi mint ¢ =b s b = e mi ismét anyi

s

11. oldal
Mintb=c M.B.V.



1 bdl foly 3 és 4 mert ABK = AKC, ugyanis r =s f.t.sz. ¢ =b 2 p. sz. AK = AK mert k6zds
oldal tehat §16 szerint ABK = AKC s jelesen BK = KC, x =y M.B.V.

1-bél foly 5, mert AC = AB f.t.sz. KC = BK f.t.dz. ¢ =b 2 p. sz. tehat két oldal s a
kozbefogott szog egyenldségénél fogva AKC = AKB s jelesen r = s, tehat mind r mind s = 90°
§8 m.b.v.

1 bél foly 6 A t6]1 BC nek kézéppontja u.m. K hoz vont egyen fiiggd, tehat ugyanazon
kozeéprol emelt fiiggd a n megyen keresztiil m.b.v.

2 bdl foly 1

ACD t megforditvan masik lapjara BEF hez tigy hogy lapja AC = BF, AD=BE,a=b, c =T,
d=eezen
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Harmagok igy is egyenldk lesznek, mert CD = EF, c =d =e és d = e = f tehat egy oldal s a két
mellette fekvd sz6gok miatt az egész harmagok egyenldk s tehat AC = BE = AD s AD =BF =
ACM.B.V.

3 bol foly 1 mert AK = AK, mert kdzos oldal BK = KC f.t.sz. r = s f.t.sz., tehat két oldal és a
kozbefogott sz6gok egyenldségénél fogva a két harmag egyenlé AKB = AKC s tehat AB =
BC m.b.v.

4 bol foly 1 mert AK = AK mint koz0s oldal, r = s f.t.sz. x =y f.t.sz. tehat a két harmag AKB
= AKC egyenld §15.2. s jelesen AB = BC m.b.v.



5 bok foly 1 mert AK = AK mint kozos oldal, BK = KC f.t.sz. r = s f.t.sz. tehat két oldal s
kozbefogott szog egyenldségénél fogva AKB = AKC s jelesen AB = AC m.b.v.
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6 bal foly 1 mert a hogypontbol a talpra bocsatott fiiggd AC egyennek kodzepit vagy K pontot
tanolja, tehat e K pontbol felemelt fiiggd is A vagy a hogyponton megyen keresztiil, s ebbol
folyolag ABK = ACK, mert AK = AK mint k6z6s oldal, BK = CK f.t.sz. r = s f.t.sz. tehat
ABK = ACK s jelesen AB = AC m.b.v.

§18 Kovetkeztetések

A fonebbiekben bebizonyitott alapigazsagokbol , tomérdek fontossagu kovetkeztetések
folynak az egész lirtan minden dgazataira kiterjeddleg. Kozelebbrdl kiemeljiik a kdvetkezdket.
1. Ha egy harmagban az oldalok nem egyenldk, a szogok sem lehetnek egyenldk, s jelesen
nagyobb oldallal szemben nagyobb, a kisebbel szemben kisebb oldal fekszik. Pl. ha ABC
harmagban
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AC > AB akkor b > ¢, mert AC bol kivagvan A feldl AB hoz egyenl6 darabot, mely itt = AD,
minthogy D esik A és C kozé, B-t6] D-hez egyent vonvén az esik BA és BC koz¢é s
egyszersmind AB harmag egyenl6 szaru 1évén, benne y = x, mar pedigy >c § stehatx >c¢, b
pedig > x anndl inkabb b > ¢ m.b.v. s megforditva. Akdrmely harmagban nagyobb szoggel
szemben nagyobb oldal 4ll, mert egyenld sem lehet, akkor a szogdk is egyenldk leendvén,
kisebb sem akkor a szog is kisebb leendvén, tehat csak nagyobb lehet. S tovabba konyii atlatni

hogy
Egy adott pontbol egy adott egyenre vont szdmtalan egyen kozott legrovidebb
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Az mely rea fiiggd,



p. C pontbol AB egyenre vonhaté CA, CD, CE . CF, CG, CH ¢s CI egyenek kozott
legrovidebb CF egyen, mert az fiiggd AB-re ugyanis minden mas egyen ezen CF el s az AB
egyen koztok eso részével egy derékszogli harmagot formal, melyben CF azon masik oldal, s
tehat azon harmagban legnagyobb szdggel, pedig és ama harmadik oldal kisebbel all
szemben, tehat ezek kisebbek, s CF legkisebb tavolsag az egész AB-tol.

3. De még a tobbi rézsut tavolsagok kozol is az amely CF-t6l tavolabb esik, minthogy
akarmely két tavolsagot hasonlitunk dszve, pl. CG—t és CI-t az altaluk és AB kozbeeso
darabja altal formalt harmagban, mely itt AGI a tdvolabbi, itt Al esik szemben egy tompa s
tehat a harmag legnagyobb szoggel. De ha egy feldl mar egy is, ellenben CF két oldalan van
egy egy a tobbi tavolok k6zol melyek egymashoz egyenldk, u.m. azok melyeknek aljait t.i.
AB-nek
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F-t61 hozzajokig 16 részeik egyenldk, mint pl. CH = CD, mert FH = FD, CF = CF ko6z6s 1évén
s r* = s” mindenik derék 1évén f.t.sz. tahat CFH A = CFD A s kovetkezéleg CH = CD m.b.v.
4k s kovetkezdleg hogy ha hegyesszog egyik

Lap aljan beszuras

Széaranak akarmely pontjabol fliggét bocsatva a mas szarra, ez a fiiggd a szogben beldl esik,
mert kiildnben oly harmagot formalna, melyben egy derék s egy tompa szdg van.

§19 A harmagok egyenldségi eseteinek folytatdsa




Mar most a harmagok egyenldségének hatralévo eseteit bévégezhetjiik u.m.

I1.2: ha két harmagban egyenlo két oldal s egy de nem kozrefogott szog, s azon kiviil a két
harmag szdgei tekintetében egy nemii, s a mely sz6g benndk a legnagyobb nem esik egyikben
is egyenl6 oldalok kozt, azok egyszersmind egyenlok is,

PIL. ha ABC ¢s DEF harmagokban AB = DE, AC = DF ¢és ¢ = f's a két harmag szdgeire nézve
egynemil, akkor ABC A = DEF A.

14. oldal

Lévén f.t.sz. s A pont esik D pontra mert AB = DE f.t.sz. C pont pedig esik valahova EF
egyenbe, még pedig nem bellebb mint F pl. G be, minthogy AC egyennek esnie DG be s
kisebb lenne DF nél, nem is kiebb pl. nem H ba, mert ugy AC egyen esnék DH ba, s nagyobb
lenne DF nél, és pedig AC = DF f.t.sz. tehat esik C fre, s AC DF re, BC pedig EF re. Igy a
két harmag harom hdgypontjai s harom oldalai egymasra esvén, egymast fedik s kdvetkezdleg
egyenk’ik egészben s tobb részeiben jelesen BC =EF p=t, q=rm.b.v.

2" eset mind a két harmag tompa szogl, s a tompaszog egyikben sem esik az egyenld oldalok
koztt pl. AB=DE, AC=DFésx=yvagyz=v

A kovetkez6 rész ki van hiizva

Tetessék ABC A DEF A mellé, iigy hogy AC, DF vagy pedig AB, DE egybeessenek, t.i.
tetessék A pont D pontra

14. oldal hata
Ez lehetséges, mert pontot pontra tenni lehet, AC egyen DF egyenre vagy AB egyen DE

egyenre, ezek is lehetségesek, mert egyent egyenre helyezni lehet. Most C pont F pontra vagy
B pont E pontra fog esni. Megnyujtjuk AC-t vagy AF-t forméalodnak r = s sz6gok.



Mert r = 180° - x, s = 180° - y, tehat egyenldkbdl egyenldkot véve el r=s

Vétessek 1ol az egyik A pl. ABC s tetessék a masikra t.i. DEF re tigy hogy az egyenl6 szogok
essenek egymadsra, az az ha x =y ugy hogy C pont essék F pontra, AC egyen essék FD re —
ezek lehetségesek mert pontot pontra s egyent egyenre helyezni lehet, akkor A pont fog esni
D pontra, mert AC = FD f.t.sz.

15. oldal

Bébizonyitas. BE és EF egyenek nyujtassanak meg s azokra A-bol és D-bdl bocsattassanak
fiiggdk, AG és DG s ha

volt x = x szdrmazik ACG ¢és DFG derékszogli A , melyek egyenldk, mert AC = DF fit.sz. i=
i, mert egyik potléka x nek 180° ra, masik y-nak ismét 180° ra, y pedig = x, r = r, mert
derékszogok, tehat §15.2 , tehat benndk AG = DG s szintugy ABG A = DEG A, mert
derékszogliek s AG = DG f.t.sz. AB = DE f.t.sz. fonebbi pont nyoman. Egyenldkbdl
egyenldket véve el, u.m. ABG —ACG = BEG — BFG vagy ABC = DEF, ha pedig

z=v ABG A =DEG A mert z=v f.t.sz. , r =r mert derékszogok, AB = DE f.t.sz., tehat
§15,2, s igy benndk AG = DG. Mar most ACG A = AFG A derékszogiiek és AG = DG f.t.sz.
AC = DF f.t.sz. fonebbi pont nyoman lehet egyenldkbdl egyenldket véve el egyenlet marad
jelesen:

15. oldal hata

ABG — ACG = BEF — BFG vagy is ABC = AEF m.b.v.
3% eset mind a két harmag hegyes szogli ¢és AB = DE, AC=DF, x =y.



A bol és D bol bocsattassanak fiiggék BC re és EF re. AG ¢és DG melyek az illeté harmagokat
kettére derékszogiliekre vagjak. Ezek kozt ABG A = DEG A, mert AB = DE f.t.sz. x =y fit.sz.
és r = r mert derékok, tehat §15.2. s tehat AG = DG, masfel6l AGC A = DGF A, mert
derékszogliek ¢s AG = DG f.t.sz. AC = DF f.t.sz. tehat a kdzelebbi pont nyoman.
Egyenldkhoz egyenloket adva lesz ABG + AGC = DEF + DGF vagy ABC A = DEF A m.b.v.

§20 Folytatas

II. Ha két harmagban egyenlék mind a harom oldal pl

16. oldal

ABC ¢s DEF harmagokban AB = DE, AC = DF ¢s BC = EF, ugy a harmagok egészben s
egyéb résziikben, az az részei, sz0gok egymast koztt egyenlok.

Bébizonyitas Tétessenek a két harmagok egymadssal sorban, ugy hogy a legnagyobb oldalok
egymasra essenek, pl. ha a” derék vagy tompa volna BC lenne az ABC harmag legnagyobb
oldala, mely EF-el tétessé¢k 0szve, igy hogy B pont essék E pontra — ez lehetséges mert
pontot pontra tenni lehet, gy tovabb hogy BC essen EF re, ez is lehetd, mert egyent egyenre
tenni lehet, akkor e fog esni f re, mert BC = EF, s A pont fog esni EF nek mas oldala feldl,
nem ott hol D all




PIL. miként itt van. Mar most D és A pontokat egybékotvén szarmaznak CDA = EDA Ak,
melyek egyenld szaruak, mert DF = AC f.t.sz. és DE = AB f.t.sz. tehat x* = y*, tehat (x + z)"
= (v+y) " s tehat mar a két adott A két oldal s a kdzrefogott * egyenldségénél fogva egyenld
M.B.V.

16. oldal hata
§21 Alkalmazasok

A harmagok egyenldségének mar bévégzett esetei , nagyon sok és nevezetes alkalmazasokra
nyitnak rést, jelesen lehet mar azoknak nyoman

1. fliggdt emelni, 2. fiiggdt bocsatani, 3. szdget felezni, 4. egyent felezni, 5. sz6got lemasolni,
s tehat 6. harmagot masolni és végre 7. parhuzamost vonni.

Lassuk mindezeket részre

Fiigg6t emelni azt teszi, mint oly egyent vonni mely mas egyenre fliggd v. derékszogl legyen,
s egy azon egyenben fekvd kimutatott ponton menjen keresztiil. E végre a kimutatott pontbol
mint kozéppontbdl kényleges sugérral irjunk le kort, ez két pontban vagja az egyent, ezen két
pont kozott béfoglalhatd egyenre mint talpra irjunk egyenld szaru harmagot, mi ugy torténik
hogy mind két pontbdl mind kozéppontbol kényleges de egyenld sugarokkal irunk egy kort,
hol ezek egymast vagjak, a kimutatott ponthoz vonjunk egyent s ez lesz a kivant fiiggd —
ugyanis

17. oldal

Legyen az adott egyen AB, a rajta kimutatott pont C, a C pontbdl mint kdzéppontbol irt kor
MN mely AB egyent vagja K és L pontokban. K pontbdl mint kézéppontbdl irt kor FG, L
pontbol irt kor DE, ezek egymast vagjak P ben. Allitom hogy PC fiiggd AB re, mert LPC A =
PBC A, a harom oldal egyenldségéért, ugyanis LC = BC mert ugyanazon kor sugarai, LP =
BP mert egyenld szarti harmag széarai, PC PC mint k6z6s, tehat a mondott két harmagban a
tobbi részek is egyenldk, jelesen x =y, s tehat mind ketté derék m.b.v.

Fliggbt bocsatni, azt teszi, egy adott egyenre mas fliggdleg 4llé egyent vonni, mely az adott
egyenen kiviil 4ll6 ponton menjen keresztiil. E végre ismét a kimutatott pontb6l mint
kozéppontbol kényleges sugarral ( de még is elég naggyal arra hogy az egyent atvagja) irjunk



kort, az atvagasi két pont kozott béfoglalld egyenre, egyenszaru harmagot akarmelyik oldalan
az adott egyennek, annyira csakugyan iigyelve

17. oldal hata

hogy a harmagok hogypontja ne essék éppen a kimutatott pontba, mit legbizonyosabban ugy
ériink el ha ezen harmagot az adott egyen masik oldalan s nem a feldl alkotjuk, hol a
kimutatott pont van. Az ujra alkotott harmag hdgypontjan s a kimutatott ponton altal vont
egyen az adott egyenig megnyujtva lesz a kivant fiiggo.

Ugyanis legyen adva AB egyen s kimutatva C pont, melyre kell fliggének lenni a vonando
egyennel, s melyen kell annak atmenni, D és E a két pontok, hol a C pontbdl irt kor AB t
vagja C, D, F az alkotott egyenszaru harmagok hogypontjai, mely k6zol vagy D vagy F
felesleges, egyik AB egyik oldalan, masik masikon 1évén aztan 1* GLE A = GLD A harom
oldalok egyenldségéért, kovetkezdleg x* = y», 2° GDK A = GEK A két oldal s a kozrefogott
sz0g egyenldségéért, kovetkezoleg x* = y” s tehat mind kettd

18. oldal

Derék m.b.v. vagy pedig a masfel6li harmagokra 1° LEF A = LDF A harom oldal
egyenléségéért, z° = v», 2 LDK A = LEK A két oldal s a kozrefogott szog egyenldségéért,
kovetkezdleg x* = y”, s tehat mind a ketté derék m.b.v.

Szogot felezni. A szog hdgypontjabdl C bol mint kozéppontbol kényleges sugarral pl. CB vel
irassék iv, mely a szog két szarat vagja B nél és D nél.



BD képzelt egyen felébe irassék egyenszaru harmag ABD, C és A pontok kotessenek 0szve
egyennel, mely az adott szogot felezni fogja, ugyanis CBA A = CDA A harom oldal
egyenldségéért, tehat benndk x* =y m.b.v.

Egyent felezni

Legyen felezend$ AB egyen. frassék AB re mint talpra a tudva 1é6vé modon két egyenszaru
harmag akar egyik fel6l mind a kettd, akar a kettd kétfeldl

18. oldal hata

Kiilonbozd feleire AB nek, ezen két harmag hogypontjain keresztiil vont egyen az adottat
felezi, mert egyenszaru haromszogokben a hogyponti szogot felezi, tehat azok talpat vagy
AB-tis m.b.v.



Szo6got lemasolni, még pedig kimutatott egyenre mint szarra, s kimutatott ponthoz, mint
hégyponthoz.

A lemasolandé szog, kényleges egyen atvonasa altal alakittassék altal harmagga, s ez
masoltassék le, a mindjart emlitendé modon, mely alkalommal egyébirant legczélirinyosabb
lesz. A két szart egybekotd egyent ugy vonni, hogy egyenszaru hairmag formalodjék, mi az
altal torténik, hogy a szo6g hogypontjabol mint kdzéppontbdl kényleges sugarral ivet irunk, a
sz0g szarait



