1. oldal

Azok amiket mi masutt mindennemii gorbéknél altarnak(abscissa) és feltdrnak (ordinata)
neveztiink, kiilondson koérnél maés sajatnevet is viselnek; S neveztetik a feltar sinusnak, az
altar cosinusnak, fépontnak mindig a kdzéppontot téve, s a + és — eldjegyeket régibbi
egyezésiink szerint alkalmazva. PI, AGBL korben D pontnak sinusa = +PD = +CE, cosinusa =
+ED = +CP; F pontnak sinusa = +QF = +CE, cosinusa = - EF = - CQ; M pontnak sinusa = -
PM =—CR, cosinusa =+ RM =+ CP stb.

De itt t.i. a kornél ezen elnevezéseknek még tobb rendbeli sz¢lesitett értelmei is jarulnak a
tobbihez t.i.

a) A kertilet akarmely pl. D, vagy G, vagy F, vagy A vagy K vagy L vagy M pontjanak
sinusa és cosinusa mondatnak azon szdg sinusanak és cosinusanak is, melynek hogypontja a
kozéppont, jobb (M) szara CB. Az altar egyenes + jell fele, bal szara pedig az illeté ponton at
a kozéppontbdl vont egyenes pl.
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PIL. PD ¢és CP sinusa s cosinusa x szognek, + QF és — CQ sinusa és cosinusa BDF = (x +y + z)
szognek; - QK és — CQ sinusa és cosinusa BCKA = (x + y + z + v + r) hatrahajtott szognek, s
végre — PM és + CP sinusa és cosinusa BCM = (x + y + z+ v + 1 + s + t) még hatrahajtottabb
szognek. De mivel a szogokrol, a hatrahajtottat is odaértve, 360°-n feliil vilagos fogalmat
alkotni bajos, ezért

b) Még szélesitettebb értelme a fenforgd miiszavaknak abban all hogy akérmely
keriiletbeli D, G, F, A, K, L, M stb pontnak sinusa és cosinusa, mondatik azon iv sinusanak ¢és
cosinusanak is, melynek kezd6 pontja B, t.i. az altar egyenben + arany felé vont sugar
végpontja, végzd pontja pedig az illetd kertileti pont. Ezen értelmezés kovetkeztében tehat +
PD és + CP sinusa és cosinusa BD ivnek; + QF és - CQ sinusa és cosinusa BM, azaz (???)
(BD + DF + FA + AK + KL + LM) ivnek. Es mivel a kor magaba viszszatért s tehat végetlen
vonal, melyen folyvast egy megkezdett aranyban haladéas akarmeddig — s a mar megjart
pontokban Ujra viszsza érkezve s azokon tdl is haladva, mindig folytatni lehet, 1atni valo (s
figyelmesen megjegyzendd) mi hogy ugyanazon sinus €s cosinus egyszersmind sinusa €s
cosinusa végetlen sok kiilonb6zd iveknek pl. az is nevezettet azon altalanos értelemben vévén
hogy az indulasi pontunkbo6l, megallapodasi pontunkig a keriileten béjart egész utunkat, s
tehat ennek hasznat jelentse, mindazoknak is beleszdmlalasaval, melyeket talan kétszer
haromszor s akarhanyszor, elébbi nyomokon ismételten tapodva jartunk
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PIL. BD ivnek sinusa és cosinusa ugyanaz mint (BD + DC + CF + FA + AK + KL + MB + BD)
ivei, s ez igen természetes, tulajdonképpen csak azt tudva, hogy az utolsonak végpontja az
elébbiekével kozos u.m. D, s kovetkezéleg mindeniknek sinusa és cosinusa a D pont sunusa
¢s cosinusa levén, egyenldk, s konyl atlatni hogy x-el akarmely ivet sinx, cosx-el annak
sinusat, cosinusat , P-vel pedig egy egész kertiiletet jelolve, mindig lesz

a) ... sin X = sin (x + P), s6t sin x = sin (x + kP), s szintugy
b) ... cos X =cos (x + P) sét, cos x =cos (x + kP) ...
c) Tovabba a legegyszerlibb terjtani ismeretek nyoman egyszerre atlathatok ezek is:

d) 1) Csak 360°nal nem nagyobb ivekrdl szolvan

90 °nal kisebb iveknél sin és cos + eldjegyliek

90° ivnél sinusa = +r sugar, cosinusa = 0

180 © és 90 ° kozti iveknek sinusa +, cosinusa — eldjegyliek

180 ° ivnek sinusa = 0, cosinusa = -r

180 © és 270 ° kozti sinusok -, cosinusok is — eldjegytiek

270 ° ivnek sinusa = -r, cosinusa = 0

270 ° és 360 ° koztt a sinusok -, a cosinusok + eldjegyliek, végre
360 °=sin 0 =0, cos 360 °=cos 0 = +r.

2) Akéarmelyik ivrol szolva

sin(P/2 —x) = sin(180 ° - X) = sin X cos(P/2 —x) =cos (180 ° - x) = - cos x
sin(P/2 + x) = sin(180 ° + x) = - sin X cos(P/2 +x)=cos (180 °+ x) =-cos x
sin(P — x) =sin(360 ° - x) = - sin X cos(P —x) =cos (360 ° - x) = cos X
sin(P + x) = sin(360 ° + x) = sin x cos(P + x) =cos (360 ° + x) = cos x
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Ha az iveket B-t6l, ugyan, de nem B-D-G hanem B-M-L aranyban veszsziik, valamint amaz
elsdbb esetben +, ugy ebben - eldjegygyel jelelhetjiik. S kiilonben lathatjuk, még egy mastol, s
itt is latni valo egy + vagy — el6jegyli ivnek lehessen k6zos végpontjok, lehet, s lesz
ugyanazon sinusok s cosinusok is, pl. cos+x = cos(-x) s ataldban lesz all hogy sin x = - sin (-
X); COS X = ¢0s (- X)

Ami az ivek mértékét illeti ez kétféle lehet

a) Mérhetjiik az ivet ivvel, pl. egy fokot = P/360 —t, vagy P/4 — et vagy akarmely keriilet
darabot vevén egységnek, s ily mértékkel éltiink eddig. De

b) Meérhetjiik az ivet egyennel is (tudnival6 csak kozelitdleg) s ezentul ezt a mértéket
hasznaljuk, egységnek véve mindig a sugar. Tehatr =1 s x is lesz az a szdm, mely annak
hoszszat a sugarral mint egységgel mérve kifejezi, pl. Innen 360 ° =2, x =30 °=n/6 =
0,5235987756..... Ehez képest a fonebbi formuldkban P helyébe mindeniitt 27 illik.

Végre sinusokat és cosinusokat illetdleg tegyiik még egy jegyzetet.

Azon x és y ivek melyeknek 6szvete = 90 ° = /2 mondatnak tarsiveknek, s megfeleld szogeik
tarsszogoknek (coanguli = complementarus anguli) pl. 1. képen x és y sz6gok BD ¢és DC ivek;
(BD + DG + GF) ivnek tarsive — GF, stb..... Es mar megjegyzésiink abbol
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all, hogy (minek igazsaga szintén egyszerre atlathato) hogy ily x és y iveket illet6leg (legyen
azok kozdol egyik barmily széles értelemben akarmekkora) mindig sin X = cos y s cos X =sin'y
vagy szoban mondva ki: Ha akarmely iv (vagy szog) cosinusa nem egyéb mint tarsivének
(vagy szOgének) sinusa.



§2

Eléforduld szamitasok egyszeriisitése végett, a sinus €és cosinus nemely functiojat, azaz
nemely beldlok alakuloé képleteket sajat nevekkel ruhaztak fel a terjtanarok: jelesen

sin sin X
1) — neve tangens, vagy
cos cos X

=tang X

. . Ccos . COSX
2) Ennek reciprocuma vagy is — cotangens vagyis

- =cot X
sin sin X
tehat tang x = vagy cot X =
cot X tang x
3) A cosinus reciprocuma secans, tahat =secX
cos X
4) A sinus reciprocuma cosecans vagy is —— = COSecX
sin X

5) 1 — cos neve sinus versus, vagy is 1 — cos x = sinv X

6) 1 —sin x neve cosinus versus, vagy is 1 — sinv X = cosv x

Ezen képleteket melynek szama hat, s tehat a sinus €s cosinus odaszamlasaval 6szvesen nyolc,
trigonometriai functioknak nevezik, s mint mar a sinust és cosinust kimuattuk, ugy a tébbiek
k6zol is mindeniket vonalban is ki lehet mutatni, az az oly vonalokat jeleliink ki a kornél,
melyeknek mértéke mindig ezek szambecsének felel meg
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u.m. ha (I. kép) BD is =x

1. BI = tang x, mert az illetd Ak hasonl6saganal fogva
SmX _ % =Bl =tang x tehat, szoban kifejezve, a tangens nem egyéb mint a +1 végére

cos X

emelt fiiggdnek az a darabja, mely B s azon pont koztt foglaltatik bé, hol a kozéppontbdl x is
végpontjan at vezetett egyen amazt vagja.

Ezt az értelmezést alkalmas akarmely kisebb vagy nagyobb. Pl. BF ivre, ennek tangense lesz

BN egyen, mely — eldjegyti, s annak is kell lennie, mert a definitio szerint tang BF = S I;'; ,
cos
s mivel sin BF + elgjegyli (= QF), cos BF — elgjegyli (= - CQ) tehat tang BF = % =-BN

Figyelmes utanvevés tangens meggydzend a feldl, hogy a szdoval kifejezett, s a képletben adott
értelmezések — akdrmely ivekre nézve is tokéletes 0szhangzasban fognak lenni mind
mekkorasadgot mind el6jegyeket illetdleg.

2) GH = cot x, mert ( nem feledve hogy CE = PD =sin x s ED = CP = cos x)

cosx GH

sin X 1

sinusndl s cosinusnal tanultuk volt) cot x = tang y s tang x = cot y. Lesz tehat a cotangens
értelmezése szerint ez: cotangensnek neveztetik a tarsiv (vagy szog) tangense — s ebbdl ujra az
a kovetkeztetés, hogy a cotangens képlet s szobani értelmezéseik is, minden lehetd iveket
illetdleg 6szvehangzanak.

= cot X ; mirdl egyszerre fel6tld észrevétel az hogy (hasonléan ahoz miként
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3) CI = sec x, mert ! = <l =Cl =secX . S ebbdl folyd szobeli értelmezés lesz. Secans

cos X
nak neveztetik az illetd iv végpontjan a kdzéppontbol vezetett egyennek azon darabja, mely C
kozéppont s a B kezd6 pontbdl CBre emelt fliggd (= tang) atvagasa kozott foglaltatik bé. Ez

az értelmezés is minden esetben Oszvetanalkozik -el.

cos X
1 CH o 1n
o = EE =CH =cosec x, s ismét szembedtld, hogy cosecansnak
neveztetik a tarsiv (sz0g) secansa, tehat sex x = cosec y, cosec x=sec y. Itt is all az
atalanossag.
5) PB =sinv x; mert 1 — cos x= PB = sinv x
6) EG = cosv x, mert 1 —sin x = EG = cosv x. Ismét
SINV X = COSV y; COSYy X = sinvy

4) CH = cosec x, mert

s tehat ataldban: Minden iv co eléragu functioja, nem egyéb mint tarsive co eldragtalan hason
nevil functioja.

Mily iveknek mely functioji lesznek + vagy — eldjegytiek, akar magaban a korben kidbrazolt
vonalok helyzetén, akar az algebrai képletben kifejezett értelmezések vizsgalat ald veheto;
mindazon altal a secans —okra (s tehat a cosecansokra) nézve a + és — eldjegynek nem lehet a
szerinti értelme, hogy jobbra vagy balra, le és fel nytlnak abrazold vonalak, mert igy
ugyanazon secans egyik tekintetben +
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masik tekintetben — el6jegyli lehetne: pl. BDGF ivnek secansa CN egyen, melynek vége s
tehat magan altarilag +, de feltarilag — el6jegyet igényelne. Secansoknal tehat ( és
cosecansoknal) hogy az dket illetd eldjegyek, az algebrai képlet értelmébdl folyd eredménnyel
0szhangzésban legyenek, a + és a — jegyeket egészen mas sajatsagos értelemben veszsziik, s +
al jeleljiik azt a secanst melynek a tangenssel tanalkozo vége, a kozépponttol az illetd iv
végpontjdban vont sugar tovabb folytatdsaban esik, ellenben —al azt, melynek emlitett
végpontja az iv végpontjatol a sugar kdzéppont felé vont egyen folytatasban esik, mas
szokkal: + az a melynek végét a kozépponttdli tavolodas aranyéaban, - melynek végét a
kozéppont felé kozeledés aranyaban érjiik el, mindig az iv végpontjatol indulva

P1. BD iv secansa + CI, BDGF ¢ — CN, BDGFAK ¢ — CI stb.

A vizsgalatok eredménye ez lesz

I. A sarkpontoknal t.i. a négy kdrnegyedek elvéalaszté pontjanal (melyek B, G, A, L)

B G A L -nél

sinus = +0 +1 -0 -1

cosinus = +1 +0 -1 -0
tangens = +0 + o0 -0 - 00
cotangens = + o +0 - -0
secans = +1 + oo -1 -0
cosecans = + o0 +1 - -1

sinv X = +0 +1 +2 +1

COSV X = +1 +0 +1 +2
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II. A sarkpontokon kiviil

Elsé n Masodik n  Harmadik n  Negyedik n
Sinus + + -
Cosinus + - -
Tangens
Cotangens
Secans
Cosecans
Sinusv
Cosinusv

_l’_ 1

+ o+ + o+
[ I |
[ I |

+ o+ o+

§3

Ezek az eldjegyekrdl, s csak a sarkpontok functiojat illetleg szolottak azoknak
mekkorasagardl is. Mas akarmely pontra ( vagy ivre) mint a kiilénboz6 functioknak
egymastol fliggését menyiben jelen esetiinkben czélunkhoz tartozoknak, a kovetkezd
egyenletek fejezik ki, elmellézve még szaz és ezer ily nemii, maga rendén s helyén nem
érdektelen viszonyokat.

1. Minden iv v. sz0g sinusa s cosinusa a téponttol az iv végében vont egyennel egy
derékszogl At formalnak, mibdl kovetkezik hogy

sin x +cos’x=1 ..... 1)

s tehat sinx=+1—cos*X .... 2)
cos X =+/1—sin’ X 3)

2. Hogy két iv 0szvetének vagy kiilonbségének sinusat s cosinusat magukkal azon ivek
sinusaval s cosinusaval kifejezziik, erre a kovetkezd észrevételek vezetnek
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melyekben viladgositasul a II. kép tarozik.

Legyen BD iv =x, DE =y, tehat BE =x + y lesz

Dp =sin x; Ed =sin y; Em =sin(x +y)

Cp=cosx; Cd=cosy; Cm=cos (x +y) tovabba d-tdl fiiggéleg bocsszam dn és de-t az
illetd Ak hasonlosagéért

em =dn = cd vagy is em = Cd.Dp
Dp 1
E—g = % vagy is Ee = Cp.Ed, tehat 6szveadvan
Ee + em = Em =Dp.Cd + Ed.Cp az az
sin(X +y) =sin X.cos y + siny . cos X 4)
Viszont
cn = cd , vagy is Cn = Cp.Cd
Cp 1
mnE=d ed = % , vagy is mn = Dp.Ed s kivonva

Cn—mn =Cm = Cp.Cd — Dp.Ed az az:
cos(X +y) =cos X.coS y - sin X.sin y 5)



Ezen két utobbi egyenletekben elnevezve (x +y)=zleszy =y, x =z —y, s tehat elobb
sin z = sin X.cos y + sin y.cos X vagy

sin y.cos X = sin Z — sin X.coS y ... a) s mindig
COS Z = COS X .COS Y - Sin X.sin y vagy

COS X.COS Y =COS Z + sin X. sin 'y ...b) s most
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a)-t osztva b) vel
siny sinz-sinX.cosy

- - s ebbdl sin x kifejezve
COsY COSZ+sinX.siny

sin y.cos z + sin x.sin y* = sin z.cos y — sin x.cos y*

sin x.sin y* + sin x.cos y* = sin z.cos y- sin y. cos z

_ sinZ.cosy —sin Y.cosZ
siny® +cosy’

Végre x-nek becsét behelyettesitve

sin(z —y) = sin z.cos y — sin y.cos z ...6)

Tovabba a) -t és b)- t masként véve

sin X.cos y = sin z —sin y.cos X

sin X. sin y = c0S X.COS y — COS Z felsot alsoval osztva

cosy _sinz-sinycosx . ...

sin X

=sinz.cos Y —sin Yy.cos Z

siny cosXcosy—coszZ
2 . . . 2 rr
COS X.COS Y~ — COS Z.COS Y = sin y.sin z — sin y~.cos X, ebbdl
COS X. COS ¥~ + cos X.sin y* = cos z.cos y + sin z.sin y ebbdl

cosZcosy+sinzsiny o
COSX = =Cc0SZcosYy+sinzsiny

siny* +cosy’
Az x-nek becsét helyettesitvén
cos(z —y) = cos z.cos y + sin z.sin y ..7)

Egyébkeént konyt 4tlatni, hogy ezen utobbi atalakitasok el is maradhattak volna, ha esziinkbe
jut hogy itt y helyett — y all, s tehat sin (-y) = siny (hiba!!!) ellenben cos(-y) = - cos y
(Hibal!!!), ezeket ama kifejezésekben igy helyettesitjiik. Minden esetre tehat két iv dszvete
vagy kolonbségének sinusa €s cosinusa a kovetkezendd
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Két egyenletben van kimeritdleg béfoglalva, melyek tehat ezt még eldszor teljesleg kipotoljak
sin(X £ Yy) =sin Xcos Yy £sin Yy cos X 8)

cos(Xty)=cosXcosyFsinXsiny 9)
Tangensekrdl hasonlo formulat adni a fonnebbiek nyoman konyt lesz t.i.
sin(x+y) sinXcosY +sinYcosX

tang(x +y) = = —,
cos(X+Y) cosXcosy—sinXsiny

Osztva az also6 elsd tagjaival a felsot és az alsot



sinx  sin
+ y

COsX cosy  tangXx+tangy

tang(x +y) = . —— = 10
Bx+y) (_SInX sy 1-tangx.tangy )
COsX cosy
TRTY tang X * tang y
Vagy még altalanosabban tang(x +y)= 11)

1+ tang x.tang y
§4

A sinus, cosinus és tangensek 0szveti formuldjardl azoknak tobbeseit kifejezékre konyii az
atmenet.

De tekintvén az 1d6 sziikét, s legrovidebb uton és jobbra balra térés nélkiil, sietvén
czélunkhoz, tekintsiik csak a sinusok tobbeseit. S azok koztt is (mivel czélunknak az is elég)
csak a paratlan tobbeseket, u.m. sin x, sin 3x, sin 5x stb mennyik? (Csakugyan emlékez4iil
annyit megemlitvén, hogy

a) sin 2x = sin(x + X) = sinx.cosx + sin X. cos X= 2sin X.cos X 12)
7. oldal

b) cos 2x = cos (X + X) = cos x* — sin X° 13)
¢) vagy cos x” helyébe 1 — sin x” téve cos 2x = | — 2(sin x°) 14)
d) vagy megforditva sin x* helyett 1 — cos x°, cos 2x = 2cos x* — 1 15)

S most szoljunk kdzvetlen a foltett kérdéshez
a) sin nx = sin nx
b) sin (n — 2)x = sin (nx — 2X) = sin nX.cos 2X — sin 2X.cos nx
¢) sin (n - 4)x = sin((n - 2)x — 2X) = (sin nx.cos 2x — sin 2X.cos nx)cos 2x — sin 2x.cos (n - 2)x
vagy mivel cos (n — 2)x = cos (nX — 2X) = cos nx.cos 2X — sin nx.sin 2x

¢) sin (n—4)x = sin nx.cos 2X.cos 2X — sin 2X.C0os NX.cos 2X — sin 2X.COs Nx.cos 2X — sin

2x.sin 2X.sin nX = sin nX.cos 2X.cos 2X — 2sin 2X.cos nx.cos 2X — sin 2X.sin 2x.sin nx

d + a) sin nx + sin(n — 4)x = sin nx.cos 2x> — 2sin 2x.cos nx.cos 2x + sin nx — sin 2x*.sin nx =
= sin nx.cos 2x° -2sin 2x.cos nx.cos 2x + sin nx(1 — sin 2x%) =
= sin nx.cos 2x° -2sin 2X.cos NX.cos 2X + sin nx.cos 2x> =
= 2sin nx.cos 2x” - - 2sin 2X.c0s NX.cos 2x =
= 2cos 2x(sin nx.cos 2X — sin 2X.cos nx) = 2cos 2x.sin (n — 2)x s végre 14) bol helyettesitve
sin nx + sin (n — 4)x = 2sin (n — 2)x — 4sin (n — 2)x.sin x* s ebbél
sin nx = 2sin (n — 2)x — 4sin (n — 2)x.sin x* — sin (n — 4)x 16)
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Akéarmely szam legyen tehat n annak sinusat ki tudjuk fejezni, ha megel6z6 masodik és
negyedik szomszédjainak sinusai tudatnak, mit ha n-en csak paratlan szammal tetszik
érteniink, ugy is fejezhetiink ki x barmely paratlan szamu tobbesének sinusa tudva van, ha az
azt kozvetleniil megel6zo6 két szomszéd paratlan szamu tobbesei tudatnak. S megforditva, ha x
s igy két szomszéd paratlan szam tobbesének sinusa adva van, ebbdl foly minden kovetkezd
paratlan szdm tobbesek sinusdnak is kifejezhetése rendre rendre. Tudjuk pedig akdrmely szog
+1 és -1 tobbesének sinusat, melyek + sin x, - sin x, tehat ezekbdl a 16) szerint kijének a
kovetkezenddk.



Ha n tehat

-1 sin —x = - sin X =-l.sin x

+1 sin X = + sin X =+1.sin x

+3  sin 3x = 2(sin X) — 4sin x.sin x* + sin x = 3sin x — 4sin x°

+5 sin 5x = 2(sin 3x) — 4sin 3x-sin X’ —sin x  =5sin x — 20sin x° + 16sin x’

vagy a lajtromot még tovabb folytatva

sin 7x = 7sin x - 56sin x> + 112sin x° — 64x’ (hiba sin x’ helyett)

sin 9x = 9sin x — 120sin x> + 432sin x° — 560x’ + 256x° (hiba sin X’ és sin x°)

sin 11x = 11sin x — 220sin x* + 1232sin x* — 2784x + 2752x” — 1024sin x '

ha ezen soroknak rendre rendre egymasbol, jelesen minden kovetkezdnek a két megel6z6bol
alakuldsanak torvényét vizsga-

9. oldal

lat ala vetjiik, konnyen atlathatd hogy

1) Minden uj sorban

a) az egyes tagok egymast kovetve sin x-nek kettdvel magasabb emeletét foglaljak
magokban, mint a megel6z6 azon sorbeli fog

b) a tagok szama minden sorban egygyel tobb mint a megel6z6 sorban

c) az eldjegyek minden sorban +-on kezdddvén tagonként valtogatdok, végre

d) a mi a szdmszorzokat illeti, ezek kdz61 mindenik tag ugy jon ki, ha a szomszéd felsé

sorbelit kozvetlen felette allo tagjat kétszer, az ezt ugyanazon sorban megel6zot négyszer
véve, ezeknel 0szvetébdl a felette masodik szomszéd tag szamszorzojat kivonjuk

Ezen szabalyok szem el6tt tartasaval tehat, az x akarhdnyadik tobbesének sinusat, maganak x-
nek sinusadval s annak és csak annak emeleteivel kifejezhetjiik, de csupan rendre. PI. ha sin
100x volna kifejezendd, csak az elsé 99 megel6z6 tobbes sinusanak kifejezése nyoman — mi
tiirhetetlen hosszadalmassag volna. Keressiik ki azért akarmely sin nx (n-et csakugyan ama
foltételhez kotve hogy paratlan) kifejezésének altalanos képét — vagy a mi egyet teszen egy
ily kifejezés atalanos tag képét. E végre csak hamar észre veszsziik miként az elsd
tobbeseknek pl. sin x, sin 3x, sin 5x stb kifejezéseire illik ez az

9. oldal hata

ez az alak.
2 2 2 2 2 2
sinnx=ﬂsinx—n(n—1)sinx3+n(n )" -3 )sinXS— ..... 17)
1 1.2.3 1.2.34.5
Mert e szerint
sinlx = Lsinx —0+0—...=sinX
sin3x = 3'Sinx— 3-8 sinx> +0—0+....=3sinX—4sin X’
sin5x = >sIn X —ﬂsinx3 +wsinx5 —0+0—...=5sinX—20sin X’ +16sin x°
1 1.2.3 1.2.345

Stb stb miként mar fenebb is tanaltuk vala

n = 5ig tehat 17) igaz. Ugy de ebbdl kovetkezik hogy

n = 7-re, s ebbdl hogy n = 9re — s igy tovabb akarmely (paratlan) n-re véve is all, ha tudni illik
megbizonyitjuk hogy mihelyt all s ezen képlet igazsdga akdrmely n — 4 és n — 2 re nézve, mar



csak ebbdl folyolag allania kell n re nézve is, mit a szorzas €s 6szvezes €s kivonas legelemibb
szabalyai azonnal kimutatnak. Tegyiik {6l tehat, hogy all az idézett képletn —4 ésn—2 re
nézve, az az tegyik fel igaznak hogy:

10. oldal

sin(Nn—4)Xx=(n—4)sinX—

1.2.3 1.2.34.5
és
sin(n—2)X = (N - 2)x — (n=2)((n-2)*-1%)) siny® 4 =2 -2)’ -1’)((n-2)* -3%) Sin X —
1.2.3 1.2.3.4.5

Lassuk a mar megallitott folytatasi szabaly alkalmazasaval mi jon ki sin nx-iil?
sin (n — 2)x kifejezésében akdrmely tag kdzképe ez
2 2 2 2 2 2
L (M=2)((1=2) ~1)(n=2)* =3")..(N=2 -M") ..,
1.2.3...(m+1)(m+2)
Tehat ugyan abban a megeldzdje ez
2 2 2 2 2 2
£ (N=2)(n-2)" -")((n=2)" =37)..((N=2)" ~(M=2)") . m
1.2.3....(m=1)m
sin (n — 4)x kifejezésében pedig az ugyanannyiadik tag mint itt az elsd ez

L (n=4((n=4)* -")((n-4)’ -3%)..(n-4)* -m")
B 1.23...(m+1)(m+2)
ugyanannyiadik tag? F. lesz egy alsora vétel utdn

L 2(n=2)(n -2)>=1*)((n=2)* =3*)...((n=2)* —=m?)
- 1.2.3...(m+1)(m+2)
L An=2)(n -2 =1))((N=2)> =3%)...((n=2)> =(M* =22)(M+1)(Mm+2) .

sin X™? Lassuk mar mi lesz sin nx-ben az

_l_

sin x™*?
1.2.3...(m+1)(m+2)
L (n=4)((n-4)’-1")((n-4)’ -3%)..(n-4)*-m")
B 1.2.3....(m+1)(M+2)
Vagy szorzétarsakra bonczolas és 0szvezés utan
10. oldal hata
T= +2n2n-lntl.n+3........ n+m-4.n+m-2
n-3.n-5n-7......... n-m.n-m-2
+4.n-2.n-1.n+1.n+3........ n+m-4 m+1.m+2 sin x™"2
n-3.n-5n-7......... n-m
+n-4.n-3-n-1-n+1......... n+m-4

n-5.n-7.n-9....... n-m-2.n-m-4

((=H(O-4'=1) .5 (=4)(-4) -1)(n-4-3)




1230, m+1.m+2

Vagy is elnevezve A = ntl.nt3........ n+m-4
n-3.n-5.n-7......... n-m
T =+2.n-2.n+m-2.n-m-2.A +4.n-2.m+1.m+2.A + n-4.n-m-2.n-m-4.A.sin x™*
123 m+1.m+2

+n’ +2n*m+m*n—=2n*-2nm , . nn+m-2n+m, .
A.sin x™? = Asin x™? =

1.23..m+1.m+2 1.2.3..m+2

nn®—1.n?-3%...n*—m? .

sin X
1.23...m+1.m+2
képlet, mely e szerint a paratlan tobbesek sinusai atalanos képletének bizonyul be.

s tehat éppen azon

11 oldal
Folytatés a trigonometriai képletekrol

Allvan tehat ezek szerint minden esetre (ha csak n paratlan) hogy

nin>-1*) . 5 nn*=1>)(n*=3%) .

. n .
sinNX =—sin X — sin X~ + sin X’ —..... 17)
1 1.2.3 1.2.3.4.5
Vagy akar
2 q2 2 12y/n2 72
sinNX = Nsin X l—usinxz+(n )" =3 )sinX4— ..... 18)
1.2.3 1.2.3.4.5

Vegyilink fel akarmely y ivet, melynek tehat sinusa = sin y, s oszszuk azt akarhany = n
egyenld (de paratlan szamu) részekre, s legyen egy ily rész = x, tehat lesz y = nx

A A B
-1 o, (1) -3Y J

siny =sinnNX=nsin x| | -——=sin X" + S — e
1.2.3 1.2.3.4.5
Es a B alatti képlet zarjeles részét végetlennek gondolva, tovabbaé irjuk B ala ezen, szintén

végetlennek foltett képletet

C

n’ n*.n’
nsin x| 1— sin x> +———sinx* —.....
1.2.3 1.2.3.4.5

S vegylik vizsgalat ala mi valtozas esik ezen A, B ¢s C alatti képletek becsén, ha n-et és x-et
valtoztatjuk, Képzeljiik tehat n-et hatartalanul ndvekedni, de egyszersmind éppen oly
mértékszerben apadni x-et, igy minden 0j nagyobb n’-bdl, de ugyanannyiszor kisebbedett x’-
bdl alakulé n’x’ folyvast egyenld marad az el6bbi nx hez, s tehat y hoz, s tehat sin y is csak az
elobbi lesz s igy n-nek akarmely novekedésével x-nek megfeleld

11. oldal hata

apadasa mellett egyik A alatti képletnek becse nem valtozik. De egészen masként all a dolog a
B ¢és a C alattiakkal. Vegylik vizsgalat ala el6bb az utdsot. C két elembdl all, egyik a végetlen



kiviili n.sin x; masik a zarjelbe foglaltak egytitt, hol felsdiil ismét csak n.sin x emeletei
fordulnak elé; és mar nyilvan vald hogy n.sin x, az az a kicsin, s mind inkabb inkabb
kisebbendd x is summanak anyiszor hany részre y is osztatott, mind inkabb inkabb és pedig
hatéartalanul kisebbedik maganak y ivnek becseken, magok a kis x ivek sinusai mind inkabb
inkabb egylivé esvén iveikkel, melyeknek szama n, igy tehat 1évén n.sin x =y s kovetkezdleg
n’.sinx® = y* hatartalan kozeledéssel, az egész C alatti képlet, ha valo értelemben lesz

D

2 4
C=y|1- y + y — e
1.23 1.2.345

De mi lesz végre sorsa — n-nek ezen ndvekedése s x-nek a megfeleld apadasa mellett a B alatti
képletnek, ez az utolsé kérdés .

B is két elembdl all, egyikbdl a végetlen kiviil az itt is n.sin X, s tehat mint tudjuk, tényleges
kozeltaggal valik beldle =y, a mik a zarjelen beliil allanak tagokul, azok koztt az els, mar
lattuk = 1, tehat ugyanaz mi C-ben is els6. S ezek

12. oldal

Nem valtoznak, a tobbirdl pedig ismét nem lesz bajos atlatni, hogy az érintett novekedés s
apadas mellett, viszont hatartalanul kozeledéssel mindenik azzé vélik, mi alatta C-ben all;
mert ( a sin x emeleteirdl s az alsokrol melyek mind kettében egyarant dllanak nem is sz6lva)
a mi a szamszorzokbeli fels6ket illeti, igaz ugyan hogy B-ben mindeniitt ily alakok allanak n’
—1,n?—3% n?— 5% ...ott hol C-ben megfeleldleg csak n’—ket tanalunk
, de mivel amazokban az -12, -32, -52, ...stb mindig ugyanazoknak maradnak, n-nek akérmily
novekedése mellett is, latni vald hogy ezen allanak n’ — 1, n’ — 32, .00 — pz,
Stb becsei hatartalanul kozelednek a csupa n’~khoz. Ennek vilagosabb atlatasa végett
csinaljunk csak azt, miben bizonyosan senki sem fog kétkedni, hogy akarmely két képlet
egyiitt novekedod becsei, nyilvan hatartalanul kdzelednek egymashoz, ha osztatuk becse
hatéartalanul kozeledik az 1-hez ( mi mas csak is szokkal azt teszi). Mar vegyiik barmelyik
Bbeli elemet melyeknek kozképe n® — p?, hol n névekeds p pedig allandé. C-ben minden elem
2 2 2
n’ 1évén, e kettonek osztata = n_—zp = —%, s ezen osztat miként szembeotld, p-nek
valtozatlan maradasa, s n-nek hatartalan novekedése mellett, hatartalan kozeledo

12. oldal hata

1-hez, s kovetkezOleg all hogy a B-ben foglaltatd elemek mindegyike a C beliekben, s tehat az
egész B becse C becséhez hatértalanul kozelithetd, ez pedig viszont hatartalanul kozeledd
1évén D-hez, mi utan legel6bb meg volt mutatva hogy A minden esetre A = B, tehat hatartalan
kozeledéssel lesz A = D vagy is
y’ y*
siny=y|l1- + — e va
Y y( 1.2.3 12345 j i
3
siny = y_y + y -
1 123 12345 1.23456.7

5

..... 19)

Ez a nevezetes formula adja a sinus hoszszat, ha az iv hoszsza (vildgért sem fokmértékben)
adva van.



A sinus ezen kifejezésébdl nem lesz bajos kitanalni a cosinusét is azon a sinus formula szerint
cosy =+/1—siny? , mely végre sin y 19) beli becsét masodik emeletét venni, azt 1-bdl
kivonni s a maradék masodgydkerét kellene venni. Mas szokkal, ama hason értelmi formula

szerint cos y* + sin y*= 1 keresni kellene egy oly képletet, melynek masod emelet sin y
fonebbi becsének masodik emeletéhez adva 1-et tegyen.

13. oldal
Hoszszadalmas lehozas helyett adjuk készen magat a képletet

2

y._ .y _ y 4
1.2 1234 123456

S csak az van hatra hogy ezt a mit adunk, annak miiil adtuk t.i. cos y igaz kifejezésének lenni
megmutassuk. E végre az igért bebizonyitasig legyen ezen képlet neve +C valamint rovidség
okaért a sinus bebizonyitott kifejezésnek neve S.

4 6

..... 20)

cosy=1-

Lesz
2 3 4 5
C+S=1+y—y—— y + y + y — e 21)
1.2 123 1234 12345
2 3 4 5

C—S:I—y—y—+ y Yy ¥

1.2 123 1234 12345
Szembeotld hogy ezen két képletnek minden tagjaikban, azoknak betiijét mutatojat
szamszorzojat és osztojat értve pontban megfeleldleg egyeznek s csupén eldjegyeik
kiilonboznek, s itt is csak nyilvan, hogy 22) akarmely n-dik tag eléjegye 21)-ben n + 1 —ével
egyezik, egyébirant folyvast két + s két — valtogatvan egymast.

....... 22)

Tovabba
2 3 4
(C+sP=c?+s2+2cs5=1+y-F - Y . VY
1.2 123 1234
3 4
y+y2—1y—2—1y23+...
2 3 . 4 23)
AR, S
1.2 1.2 1212
3 4
AN A
1.23 1.2.3

13. oldal hata

s itt a tagokat alkot6 hasabokban el6jegyek szabalyossagara kiilonos figyelmet kell forditani.
Ez a szabalyossag miként szembe6tld a kovetkezokbdl all

1) y-nak paratlan emeleteit magokba foglalé hasabok egyes tagjaiban, a jegyek minden egyes
tagnal ugyanazok, vagy mindenik + vagy mindenik — jelesen

2) mindenik + az 16, 5k, 9k atalaban 4n + 1k emeletek hasabjaiban, mindenik -, a 4n — 1
emeleti hasabokban, ¢s igy

3) csupan a paratlan rangu emeletes hasabokat tekintve ezekben kezdve + -on az elsénél
azonban a két jegy valtogatva cseréli egymast ellenben

4) a paros rangu emeletek hasabjat alkotd tagok eldjegyei valtolag (+) és (-), a fels6 sorban +-
al kezdédvén a négygyel oszthatd szdmu ranguaknal, -al a csak kettdvel oszthatoknal



2 3 4

(C-SP=c?+s?-2c5=1-y- L 4+ , ¥
12 123 1234

+————+...
1.2 123 24)

14. oldal

Itt is szabalyossag mutatkozik az eléjegyekben részint a 23) alattival egyezdleg, részint
ellenkezdleg u.m.
1) minta 23) ban, de
2) Itt a4n — 1 ranguak hasabja lesz csupa +, a 4n + 1 ranguaké — lesz, s tehat
3) Ez azels6 emeletnél — al kezdddve cserélgetik eldjegyiiket a paratlan rangu hasabok
végre
4) Illetdleg itt is sorrol sorra ugy all minden 23) ban

Mar most tegyiink egy észrevételt. Mind 23)ban mind 24)ben a paros rangu emeletek hasébja
értve mindenkor kiilon-kiilon = 0, mert akarmelyik ily hasdbnak kdzképe ez

Yy Y y" - y' y" :

F + + ...t mely képlet, ha

1.2.n 12..(n-1.1 12..(n-2).12 1.2..(n-3).1.2.3 1.2..n
+ n
benne az elsé tagot u.m. _2y -et A-nak nevezziik a kovetkez0 alakra viszsza vihetd
.n

pa-Rpnon=t n=n=in=2 o Aq-1) = A0" =0

1 1.2 1.2.3

14. oldal hata

Kihagyvan tehat a paros emeletek hasébjat, mint 0 becsticket mind 23)bdl mind 24)bdl, lesz



3 5 7

(C+S)y =C?+S*+2CS=1+y- 2 4+ ¥ ¥ +...
1.23 12345 1.2345.6.7
3 5 7
y — y ¥ y +...
1.2.1 12341 1.23.4.5.6.1
3 5 7
S AN S y +...
1.1.2 12312 1.234.1.23
3 5 7
S AN S y +...
1.23 12123 123.1234
5 7
TR A y +
1.1.2.34 1.2.1.2.345
5 7
Y y +
1.2.345 1.2.1.2.345
7
I S—
1.1.2.3.4.5.6
7
Y +
1.2.3.4.5.6.7
+...
+...
Vagy is miként egyszerre szembedtlo
3 5 7 9
(C+S)’=C2+82+2CS =142y ¥ QY _(2y) ,QY) _ 25)

1.23 12345 12..7 12.9
és mivel fonebbi megjegyzésiink szerint (C-S)* b6l jara?? ; y paros emeletei mind
kienyésznek, a parosak emeletek hasabjai pedig (C+S)* -6jit6] csak abban kiilonbdznek hogy
kivéve az els6 tagot mindeniitt + és — 4ll, hol a masikban — és + , tehat

3 5 7 9
(C—S)' =C2+82-2Cs =1—2y+ 2V __@Y)" @y @y 26)
123 12345 12.7 12.9

15. oldal

S végre 259 t és 269t egybeadva kijon

(C+S)* +(C-S)?=2C*+28*=2(C*+S*) =2 sinnen C* + $* =1, tehat C*=1-S*=1 —sin
y? = cos y* s legvégre, all bebizonyitva hogy C = cos y M.B.V.

A 19) és 20) alatti ezen két alapformulékat szoval is elég ??? ki lehet fejezni, u.m. az sinus
alkotja az iv paratlan emeleteinek sorat, mindenik emeletet osztva egytdl addig terjedd
szamok szorzataval hanyadik az emelet, s az igy kijovo tagokat + al kezdve valtogatott
eléjegyekkel rendre egymas utan. A cosinust pedig alkotjak az iv paros emeletei (y° = 1)
szerint fejezve ki, s hasonlo szabalyu alsokkal, s szintoly jegyvaltogatassal mint a sinusnal.
De szokas ugyan ezen sorokat (Euler utan) egy sajatlagos modorral

1. 2777 képtelen képlet alakjaban fejezni ki, melyek a kdvetkezok
Ty gy

Dcosy = — 27)
Wl gyl

2)siny =—— 28)

2



Hogy ezen képletek cos y-t és sin y-t fejezik ki, azt csak abban az értelemben kell venni, hogy
valamikor ezen kifejezésekkel az algebrai 6smeretek torvényei szerint valamely miiveletet
vinni véghez, abbdl valamely értelmes eredmény szarmazik, ez az eredmény mindig ez lesz,
ami kijonne ha ugyan-

15. oldal hata

ezeket sin'y és cos y 19) és 20) alé beirt értelmes becseivel vittiik volna véghez. Mutassuk ki
csak két esetben, melyek k6zol az elsé kozvetleniil ezen képtelen kifejezések igazsagat

mutatja ki a mondott értelemben.
3

Azon dsmeretes formulat mi szerint: e’ —1+§) 1p2 12—3+ alkalmazva
_ _ 2 _ 3 _ 4

O S 2 s Y 2 D G 2 eV O 2 eV A
1 1 2 1.2.3 1.2.3.4 30)

=1- +y -1 y y4 — .
1 12 123 12.3.4

S ezeknek nyoman

y-1 —yJ-1 2 4 6 8

£ e Y,y vy Y —..=cosy ¢és

2 1.2 1234 12.6 12.8

P 2y\/_ 2yx/_ 2y° V-1 2yx/_
eV —e” 123 12345 12.7

24-1 241 MBV.
y’ y’ y’ y’

y— + - + —...=siny
1.23 12345 12..7 12.9

16. oldal

Tovabba az is kijon hogy

el eV N e/ eV
24/-1 2

eV pe VT g @V eV g e g W g oW g W g

] =1 mert kifejtve lesz

8 = +

-4 4 4 4 4
S valéban, miutan a sinusi vagy cosinusi képletekrdl egyik mondat bébizonyittatott, a
bébizonyitasbol a masikat levonni ezért ezuton szokas, de mi képtelen kifejezéseken semmit
¢épitni nem akarunk, s legfelebb ezt ugy leirjuk azokat, mint értelmes, de hasznos kifejezések
emlékezetben tartasara alkalmazhat6, mnemonicai segédjeleket s abban is méltanyolva
hasznokat, hogy sokszor valamely fontos eredmény kitanaldsara igen rovid uton elvezetnek,
melynek azutan mar ki van tanalva ( mert vizsgalatban az alaposabb rész), értelmes képletek
altali bébizonyitasa rendszerint konyli. Adjunk errdl is egy nevezetes alkalmazasi példat.
A 27) és 28) egyenletekbdl kijon

1

16. oldal hata

1) tortek elenyésztetésével
2cosy=e"""+e " 2siny/- 1= —e V!



2) ezen két egyenletek 0szveadasa altal

2(cos y +sin y.\/—_l): 280! vagy e =cos y+siny/—1

3) kivonassal

2\cos y —sin y.\/—_l): 267! vagy eV = cos y—siny~/—1

4) Egyenloknek logarithmai is egyenldk, s jelesen itt természetes logarithmnal maradva
log(e yﬁi= y.\/—_l = log(cos Yy +sin y.\/—_1)= logcos y(1+sin y.\/—_l) =

=logcos y(1 + tang y.x/j)

Szintugy

log(e_yﬁ ): —y.\/——l = log(cosy —sin y.\/——l ): logcosy(1—-sin y.x/——l) =
=logcosy(l —tangy.«/-_l)

31)bdl kivonva a 32)t

Zy\/—_l =logcos y(1 + tang y.\/j) —logcos y(1—tang y.x/j) =

cos Y(1+ tang y.x/j) 1o 1—tang y.\/j es

cos Y(1—tang y.«/j) -8 1—tang y.«/j

5) tehat ama osmeretes log képlet szerint

3 5
10g1+_z:2 2+l i lesz
1-z 3 5

31)

32)

log

— - 3 - 5 -
2y\/—_1 = log1 tang y.\/_l = Z(tang y.\/—_l— tang }; -1 + tang y -1 + j =

1 -tang y.x/j - 5

17 oldal

3 5 7
=24-1= [tang y+ tang LA tan§ Y tan§ Y +] as végiil

8) az egyenlet mindkét felét osztva 2+/—1 -el, ki jon

3 5 7
y = tang y+tan§y +tangy +tangy +.... 32%)

5 7
Egy nevezetes formula, mely ha valamely ivnek tangense van adva, abb6l magéanak az
ivnek hoszszat kiszamitni képessé teszen.
S most mi utan ezen formulat a képtelen becsek segédével kitanaltuk (rendszerint az ily
modon, t.i. algebrai szokott szabalyok alkalmazasaval tortént feltanalast bébizonyitasul is
elfogadott szabaly) megtorténhetik a bébizonyités. (s megtorténhetett volna a feltalalas) —
értelmes képletek altal is, de sokkal hoszszadalmasabban jelesen, ha

y vy .,y Y
1 123 12345 1234567

siny =

2 4 6

N AN AN
12 1234 123456

cosy=1-



3 5 7

. y Yy vy J
SINY _angy=1 123 12345 1234567 _p . geicps.. 33)
cosy LYy y

- - +....
1.2 1234 123456

A, B, C nyilvanos szdmokba tanaltatnak ki
Ekkor ezen egyenletet tang y = Ay + By’ +Cy” +.... megforditjuk azaz y becsét fejezziik

ki tang y emeleteivel, ez elég egyszerlien megyen, de elég hoszszadalmas és ugy torténik
meg, hogy felvéve e hatartalan szamszorzoju egyenletet
y=o.tangy + P.tang y* + y.tang y’ + ... 34)

17. oldal hata

tang y, tang y°, tang y°, ... s a tobbieket ki fejezziik 33)bol s ezen becseket helyettesitvén
34)be nyeriink egy oly egyenletet melyben csak a, B, y.... stb mellett, csak y emeletei és
A, B, C ismeretlenekkel fordulnak elé. Ebbdl tehat ama régebbi alapszabalyoknal, hogy az
egyenletet 0-ra visz y minden kiilon emeleteinek szamszorzoji egylitt vesz = 0, végetlen
egyenletek alakulvan, meghatdrozdodnak a, B, v.... stb s becseik 34)be helyettesitvén — ki
lesz fejezve y tang y emeletei altal. Ha Onnek kedve van, gyakorlas végett ezen
miiveletben tegye meg s képtelenek utjan foltanalt eredményt igazolni szerencséje leend.
Végs6 megjegyzésiink abban 4ll, hogy az utolsé 32*) alatti formula legalkalmasabb
minden masok fol6tt n-nek vagy a keriilet mértékének kiszamitasara 1évén t.i. sok tangens
melynek hoszsza tudatik. Igy pl. legegyszertibb tudatvan hogy tang 45° = 1, tehat

arc45’ :£=1—1+l—l+l—i+... s tehat
4 3 11

5 79
4 4 4 4 4 TP, f ;
T=4- 3 + P + FRRTI +... Ez a Leibniztdl foltalalt legrégibb sor (e végre), de a

gyakorlatilag csaknem hasznélhatatlan, mert rémit6??? legyen 0szvesieto.
Ellenben elég konynylséggel eredményre vezet s erre hasznaltatott is egy mas melynek
alapja két esztenddvel

18. oldal

Ha y =30° tudva van hogy AB = tang 30°, CB = 1; AC = 2AB (Megjegyzés: AB = E)
S tehat AC* = AB® + CB” = AB’ + | = 4AB’

1 3

Tangy*=1/3, tangy:—3:7 s inne

V333 333 33 (1 1 ] j
=arc 30°= —— + + —...:«/5 _ + - +...| vagy a
y 3 33 35 37 13 33 53 73 &y

jegyek valtogatasanak kienyészteti sorra a tagokat paronként 6szveontve s szabalyos
alakra vonva



1 2 3
= 16\/5 + + +.... | hol a szabaly szembe6tlo. Gyakorlas végett
(1.3.31 573 9113 ) Y Y 8

szamitassék ki m a béirt sorozatbol csak 6 tagot véve.
A trigon. képl. vége



