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ELMELETI ATALANOS SZAMTAN
(ALGEBRA)

Elso sz,akasz ) )
KOZ-ERTELMU SZAMTAN

(Ugyan azon egyli szamok tana)

37§ Eldadasnak targya és rendje

Az elméleti atalanos szamtan (algebra) elso szakaszaban, ugy tekintjiik a szamokat, miként
azok legtermészetesebb, mesterkéletlen értelemben veenddk, minden szdm t.i. azon egyek
szamjaul melyek hozza kimondatnak, kiiratnak vagy barmikép kijelentetnek, értetnek és pedig
épen azon egyek épen akkora szamjaul, mennyi rélok kimondatik. Azon beszédek, melyekben
az adossag forintjainak szama, a vagyon egy nemének ( ellenkezd egyli szamjanak), az
¢szakra utazas a délre utazas egy esetének, a garasok szama a forintok szaménak
(tortszamanak) stb mondatik, tulajdonképen nem egyebek elvitt értelmii vagy tropusi
beszédnél, amelyeknek szabalyaival is ( mint mar fenebb emlitok) sziikséges lesz
megismerkedni, de mi ezt csak jelen tanulmanyunk masodik szakaszaban teendjiik, addig
pedig, az els6 szakaszban, a kozértelmii szamtanban, a dolgok és szamok bevett értelménél
maradunk, s mikor a nélkiil mondandk a szamot, hogy egyjét is hozza mondandk vagy
odaértetni feltenndk: akkor mindig akarmiféle egyeket — a kimondott szamokat — akarunk
értetni, és ha két szam 0szveadasarol, (egyjeik megnevezése nélkiil) akarunk szolani,
megjegyezziik, hogy azon két szam alatt akarmit, csakhogy mindkettd alatt ugyanazon egyet
kell érteni, mint ezt mar elézményeinkben is megjegyeztiik (Lasd 7§)

Mi eléadasunk rendjét illeti: eldre bocsatvan azon alapigazsagokat, melyeknek alkalmazasa az
Algebra minden tanaira kiterjed s melyek magokban is vildgosabbak mintsem tovabbi
bizonyitast sziikségelnének, vagy csak engednének is (Axioma) — ezutan eldéadjuk az egyes
szamtani miiveleteket illetd kiilon algebrai igazsdgokat, mégpedig két folyamatban, vagy
1épcsodn, melyek elsejében csak az egyszerlibb €s elemibb igazsagokra terjeszkediink ( Alsobb
szamtan), a masodikban pedig a bonyolultabb s bajosabb felfogasuakra is kiereszkediink
(Fels6bb szamtan)

§38 Alap-igazsagok
l.)a=a
Minden szam egyenlé 6nmagahoz

2) Ha (A % B)

Ugy A § B

Egy szdm sem egyenld magén kiviil mashoz

3) Ho(A=BC=B)ugy A=C

Ugyanazon szamhoz egyenld szamok, egymas kozt is egyenldek
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4)Ha(A=B C§ B)
Ugy A $C



Ugyanazon szamhoz egyenld és nem egyenld szamok egymas kozt sem egyenldk, jelesen az
egyenld kisebb a nagyobbnal és nagyobb a kisebbnél
5) Ha(A=BM=N)
Ugy: 1.)A+M=B+N
2)A-M=B-N
3)A.M=b.N
4)A:M=B:N
5)AM=BN
6) WA=VB
7) MA = NB
Megfeleldleg egyenld tényezoknek egyféle eredményei egyenlok
6.) Ha (A=B M <vagy > N)

Ugy: 1)A+MEB+N
2VA-MEB_N
M-ASN_B
3)A.MEB.N
4.)A:M§B:N
M:A§N:B
5)AM § g
6) WA 5 4B
ym 8 gN
7) wA ¥ B

M § BN
Megfeleldleg egyenld és nem egyenld tényezdk egyféle eredményei sem egyenldk és pedig:
a) egyenes miiveleteknél a nagyobbeli nagyobb, a kisebbeli kisebb, minden esetben;
b) forditott miiveleteknél is 1) a nagyobbeli nagyobb, a kisebbeli kisebb, ha a nem egyenldk
teszik az adott dszvetet ( kisebbitenddt) az adott szorzatot ( osztandot), s az adott hatvanyt, az
egyenlOk pedig a masik tényezdt; de 2) a nagyobbeli kisebb, a kisebbeli nagyobb, ha az
egyenldk allanak adott 6szvetiil, adott szorzatul, adott hatvanyul, és a nem egyenlok a masik
tényezaiil.
Ezen hat alapigazsagra, melyek a dolgok természetébdl minden jozan €észtdl belathatolag
kovetkeznek, s annal fogva ( mint mar megjegyeztiik) tovabbi bizonyitast nem igényelnek, de
nem is engednek, tanitmanyaink folytdban batran fogunk hivatkozni.

398 Eldadasi rendszeriink tovabbi atnézete

Az utolsé alapigazsag kimondja azt, hogy ha két tényezdparban, megfeleldleg egyik tényezd
koz6s (ugyanaz) a masik pedig kiilonbozd: az eredmények nem lehetnek egyenldk €s hogy a
két eredmény koziil melyik lesz nagyobb, melyik kisebb, de hogy épen mi lesz a két

eredmény vagy helyesebben mi lesz a két eredménynek egymashozi viszonya, miben fognak
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2. Paros szdm, minden paros szdm maradék nélkiil oszthat6 2—vel, azaz tobbese 2—nek s

kovetkezdleg kettdse is valamely szamnak s megforditva: minden szam mely valamely
szamnak kettOse, paros szam. Ez a kifejezés tehat 2a, 2b, 2n stb minden lehetd paros szdmot,



¢s csakis paros szamot foglal bejelentésében, kovetkezoleg igy olvashatd: akarmely paros
szam, s valdban a vagy b stb helyébe rendre szdmokat 0, 1, 2, 3, 4 stb helyettesitiink, kijonek
0,2,4,6,8, ... szdval a paros szamok sora.

3. Pératlan szam. Minden paratlan szam egygyel nagyobb valamely paros szdmnal s viszont,
minden valamely parosnal egygyel nagyobb szam, paratlan. S igy, akarmely paratlan szam
algebrai kifejezése lesz: 2a + 1, melynek értéke, a helyébe rendre a szdmok sorat téve: 1, 3, 5,
7, .... Szintén ily értelmi volna 2a — 1 csakhogy ez, azon egy esetben ha helyébe 0-t tesziink,
értelmetlenné valik.

4. Bizonyos szdmmal oszthatd vagy nem oszthat6 szdmok. A fonnebbiekhez hasonlo
okoskodas nyoman 3a, 4a, 5a stb jelentése, akdrmely 3-al, 4—¢l, 5—¢l stb oszthatd szdm. 3a + 2
annyit tesz mint akarmely a 3—ali osztdsban maradékul 2—t hagyd szam; 12a — 1 annyi mint
akarmely szam, melynek nagyobb szomszédja maradék nélkiil oszthatd 12—vel, 10* a 10 nek
akarhanyadik hatvanya, vagy oly szdm mely leiratik 1—el és utdna tett néhany zéroval stb stb.
36§ Ovas és fonhagyés

Legvégre egy ovassal s egy fonhagyassal valunk meg algebrai nyelvtanunk jelen els6
folyamatol

1. Ne legyen tilos, valahanyszor majd kifejtendd koriilmények ugy hozzak magokkal,
folvett jeleléseink folvett értelmétdl ideig oraig eltdvoznunk st azokat meg is cserélniink, pl
kis a-val, x—el bizonyos szamot, nagy A—val akdrmely szdmot fejezni ki, vagy uj jegyeket is
venni ol stb csakhogy mindezt olyankor elére megmondjuk, s mikor ily eldleges megjegyzést
nem tettiink, jegyeink mindig a fonebbi meg allitott értelemben lesznek veenddk.

2. Algebrai ismereteink terjedésével uj jelolések sziiksége fog keletkezni, ezek a
régiekeni modositast fogjak magok utan vonni; s mint egy nemzet nyelve, az idok folytaban,
ugy fog a mienk is valtozni, idomulni, szélesbedni, tudomanyunk egymast kovetd
szakaszaival, bevégzddni pedig csak magéaval az egész rendszerrel, s igy az algebra
nyelvtandnak s szotaranak itt csak ezuttal van vége.
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Egymast6l kiilonbozni, ezt az érintett alapigazsag hatdrozatlan hagyja, és épen ezen kérdésnek
megfejtése, annak egész terjedelmében, teszi mar az Algebra targyat, mely azt veszi vizsgélat
ald, hogy tudatvan akarmelyik szamtani miiveletnél két tényezOnek eredménye, ezen
eredmény mikép fog modosulni, ha a tényezdk koziil egyiket igy vagy amugy valtoztatjuk,
ezen kérdésnek minden lehetd Gsszveiratando feleletek, s az azokbol kdvetkeztetésképen
kivonand¢ allitméanyok és szabalyok fogjak tenni azon algebrai igazsagokat, melyeknek
elemibb konynyebben felfoghato részét ezen elsd 1épesdzeten, a bonyolultabbakat s nehezebb
felfogasuakat pedig egy masik Iépcsdzetii szakaszban, el fogjuk adni. Ez alkalommal ki fog
tlinni az is, hogy egy csak zarjelezéssel leirhat6 eredmény, csaknem minden esetben
atalakithatd, mas vele egy értéklivé, melyet zarjel nélkiil le lehet irni, miiszoval burkolt képlet
hasonérteki fejletté, azért ilyenekben t.i. burkolt képleteknek fejletteké, €s viszont
fejletteknek burkoltakké valtoztatasaban is fogjuk magunkat az illetd vezérelvek s szabalyok
megallitasa mellett gyakorolni.

Mind ezekben pedig menet médunk kovetkezo lesz:

A két szamtani miveletet elkiilondzziik harom csoportra, melyek koziil az elsé az 6szvezést
¢s ennek forditottjat a kivonast, a masodik a szorzast, s ennek forditottjat az osztast ( ide
beiktatjuk a szorzas hatarozatlan forditottjat, a szorzétarsak keresését is), a harmadik a
hatvanyozast s ennek forditottjait a gyokérvonast és logarithmozast foglalja magaba. Ezen
csoportozatok szerint rendre veszsziik vizsgalat ald a miiveleteket s legeldbb is

I.) az elsd csoportbeli milveletre, s itt is az els6 miiveletre az 6szvezésre nézve, alapul vevén
azt, hogy ha akarmely két szamot 6szve adunk, ki j6 azoknak 0szvete, az az hogy



atb=a+b

mar kérdésbe teszsziik tovabba, hogy ha nem a—hoz b-t adunk, hanem vagy a-hoz egyebet
mint b-t, vagy b-t egyébhez mint a—hoz, akkor is a + b lesz az eredmény vagy egyéb? S ha

( mirdl kételkedni mar a 6-k alapigazsdg sem enged), egyéb: ez miben fog az elébbi
eredménytdl kiilonbozni? Ezen vizsgalatoknal pedig ugy fogjuk talalni, hogy midén azt
teszsziik kérdésbe, a-nak vagy b-—nek valtoztatasa mily véltozast okoz az eredményben.
Kérdésiink eldontése csak ugy fog valami érdekes €s gyakorlati hasznu sikerre vezetni, ha a és
b helyébe nem ténylegesen akarmely szdmot vagy betlit helyettesitiink, hanem magat a—t és
b—t, csakhogy potolva vagy kisebbitve valamivel, tehat ha kérdéseink ezek lesznek:
(atc)+b=7?

(a—c)+b=7?

at(b+c)=?

at(b-c)=7?

Szintugy kivonast illetdleg alapul tevén hogy
a—-b=a-b

kérdéseink a—nak és b—nek valtoztatasaval, lesznek:
(a+tc)—-b=7?

(a—c)—-b=7?

a—(b+c)=7?

a—(b—c)=7?
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II. A masodik csoporthoz tartozé két miiveletet illetéleg mar gyakorlati sikerre vezetOknek
talalandjuk az ily kérdéseket, ha a két tényezdt, mind az ezen csoportozatba tartozo két
miuvelet szerint, ugymint valamivel szorozva és osztva — mint az elébbi csoportozat miiveletei
szerint, ugymint potolva és kisebbitve — valtoztatjuk, minél fogva az ide tartoz6 kérdések
lesznek:

Szorzast illetdleg, alapképlet: ab = ab,

A masodik csoport miiveletei szerint valtoztatva

(ac).b=7?

(a:c).b=7?

a.(bc)=7?

a.(b:c) (?

az elsd csoport miiveletei szerint valtoztatva pedig:

(a+tc)hb=7?

(a—c)b=7?

ab+c)=7?

alb—-c)=7?

Osztast illet6leg alapképlet ab™ = ab™';

A masodik csoport miiveletei szerint valtoztatva:

(ac)b' =2

(acHb' =72

a.(bc) ! =2

a.bcH =2

az elsé csoport muveletei szerint valtoztatva:
(a+ch'=2

(a—c)b' =2

a(b+c)'=2

alb—c)'=2?



II1. A harmadik csoporthoz tartoz6 miiveleteket illetéleg pedig gyakorlati haszon lesz, ha az
alapképletbeli mindkét tényezot, mind a harom miiveletek szerint ( a csoportok soran
viszszafelé mend renddel) valtoztatjuk, u.m.

Hatvanyozast illetéleg, alapképlet a° = a°,

A harmadik csoport miiveletei szerint valtoztatva:

(a%)° =2
(@)’ =2
a

a =7?

(A logarithmozas szerinti valtoztatasokat a masodik 1épcsére halasztva).
A masodik csoport miiveletei szerint valtoztatva:

(ac)®=?

(ac) P =2

a =2

a® =2

Az elsO csoport miiveletei szerint valtoztatva:

(a+c)’=2

(a—c)®=2
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b+c — ‘7
a®c =2
1 I
Gyokérvonast illetéleg, az alapképlet a® =aP’;

A harmadik csoport miiveletei szerint valtoztatva:
1

) -

ab =2

A masodik csoport miiveletei szerint valtoztatva:
1

(ac)® =?
1
(ac™)b =2
€
ab =7
L
abc’ =29

Az els6 csoport miiveletei szerint valtoztatva:
1

(a+c)b =72
(a-c)°> =?



1
ab*c =?
Logarithmozast illetd kérdések itt elmaradnak, azért mert minderre, miben logarithm fordul
elé, a targynak némileg a tobbiek feletti nehézségéért jelen tanulmanyaink masodik 1épcsdjére
halasztatnak.
A font birt, 6szvesen 48 kérdésre adando indokolt és bebizonyitand6 feleletek, meritik ki az
Algebra elso 1épcsdjének egész terjedelmét: oda szamitvan még szamos, ezekbdl kdvetkezésiil
kivonand¢ igazsdgokat, modszereket s arithmeticai (nyilvanos szamokkali) miiveletek
kimagyarazasat s egyszersmind sok egy¢éb, ezen kérdések feleleteibdl felvilagosithato
pontokat.

1. ElsO csoport 0szvezést és kivonast illetd algebra-igazsagok

40§ Oszvezés

Alapképlet: a+b=a+b;

Kérdések:

l)(a+tc)+tb=7?
2)(a—c)+b=7?
3)at(btc)=?
4)a+(b—-c)=7?

Konynyt atlatni, hogy mindezen kérdésekre feleletiil nem azon eredmény illhetik, mely a és b
0szvezésébol szarmazott, hanem

1. Ugyanazon potld mellett, a mennyivel nagyobb volt a potlandé annyival nagyobb lesz
az eredmény, s a mennyivel kisebb amaz, annyival kisebb lesz ez is, és
2. ugyan azon potlandé mellett viszont annyival lesz nagyobb vagy kisebb az eredmény,

a mennyivel nagyobb vagy kisebb a potlo.
Ezen egyszerli igazsdgok dnként folynak az 6szvezésnek azon fenebb adott értelmezésébdl,
mi szerint az nem
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egy¢éb, mint valamely egyik kiilonb6z6 szamjainak egymads folytabani 6szveszamlalasa. Igen
természetes, hogy minél nagyobb szamon kezdjiik a szdmlalast s haladunk téle a szdmok
soran folfelé bizonyos szamu 1épéseket, anndl nagyobb szamhoz jutunk, s minél kisebb
szamon kezdve szamlalunk, ugyan annyit mint az imént, annal kisebb szdmhoz érkeziink, és
pedig annyival nagyobbhoz vagy annyival kisebbhez, mennyivel nagyobb vagy kisebb szdm
volt kiindulasunk pontja. (Kiilonb6z6 potlandok és ugyanazon potld). Szintugy, ha bizonyos
szamon kezdve, egyszer tobbet, masszor kevesebbet szamlalunk, (ugyanazon poétlandok,
kiilonb6z6 potlok) annyival fogunk nagyobb vagy kisebb szamhoz érkezni, mennyivel tobbet
vagy kevesebbet szamlalunk, ugyanazon kiindulasi ponttol kezdve.

Igaz feleletek lesznek tehat a kovetkezok:

(atc)+b=(a+b)+c

(a—c)+b=(a+b)—c

at(b+c)=(@+b)+c

at(b-c)=(at+b)—c

Mig lehetdségig zarjeletlenitve igy allanak:

l)atct+tb=a+b+c



2)a-ctb=a+tb-c
3)a+t(b+c)=a+b+c
4)ya+t(b—-c)=a+b-c
melyekben, ha szoval mondjuk ki, kovetkez6 igazsagokra talalunk
1.) Ha akdrmely szdmhoz akdrmely mas két szam adand6, mind csak egy lesz az eredmény
akar eldbb az egyiket azutdn a masikat. —
akar elébb emezt azutan amazt, - (1)
akar eldbb a két hozzdadandot 6szvezvén, ezt az dszvetet adjuk hozzé (3)
2.) Ha egy szamhoz egy mast hozzaadni, egy harmadikat pedig kivonni kell, mind csak egy
lesz az eredmény
akar elobb a hozzdadandot adjuk hozza s ezen 6szvetbdl vegyiik el a kivonandot
akar eldbb vegyiik el a kivonandot s a maradékkal 6szvezziik a hozzdadandot (2)
akar a kivonandot vonjuk ki a hozzdadandobol s a mi fennmarad azt adjuk hozza (4)
Példak az 1) esetre:
12+4+7=12+7+4=12+(7 +4),
A 2) esetre
12+7-4=12-4+7=12+(7-4).
4.) A folytatas
De tovabba igen egyszerii megfontolassal kdvetkezik még a fenebbiekbdl, jelesen (1) bol
a—nak mely akarmely szamot jelenthet helyébe 0 — t téve:
0+b+c=0+c+b;vagy
b+c=c+b;azaz
két szdmnak mind csak egy az 0szvete akarmelyikhez adjuk a masikhoz vagy akarmelyiket
vegylik potlandonak s a ma-
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sikat potlonak, koziilok. Szam példaban

5413=13+5=18

Es tovabba ebbél viszont foly, hogy akar hanybol allo dszvezenddk sorat barmikép
valtoztassuk is, csak hogy egyet is koziilok el ne hagyjunk, vagy ujat kz¢&jok ne igtassunk, a
végeredmény mindig csak ugyan az lesz, mert ezen 6szveadandok soraban akarmely két
szomszédsag helyét egymassal {6l lehet cserélni, a nélkiil hogy az egész képlet értéke
valtoznék. Pl. ha az 6szvezenddk:

atb+c+d+e+f,ezek koziil akdr melyik szomszédpar pl. ¢ és d helyet cserélnek, amikor
is lesz beldlok az a sor:

a+b+d+c+e+f:mely hogy egyértékii az elobbivel, konnyen leirndk, hogy kezdete a + b,
mindkettonek kozos, s tehat egy eredményt ad, ehez adatik egyikben el6bb c s azutan d,
masikban elébb d azutan c, tehat ezek hozzaadasa éltal ugyanazon eredmény szarmazik (1)
szerint, azon til rendre ismét ugyanazok adatnak az eddig egyenl6é eredményekhez, s tehat
végiil is egy eredmény jon ki. S mind tovabb, igy mind csak szomszédokat cserélve fol
egymassal, mindeniket akdrmely , tetszésiink szerinti helyre el lehet juttatni: 6nként foly a
kimondott nevezett igazsadg. Mit latinosan igy szokas kifejezni Ordo addendorum non mutat
summa. Algebrailag pedig igy lehetne:

atb+tc+..tl+m+..+v=

b+ta+d+...+c+tn+v+. ... . +r=



42§ Kivonas
Alapképlet:a—b=a-b

Kérdések:

l)y(@a+tc)—-b="?

2)(@a-c)—b=?

3)a—(b+tc)="?

4)a—(b—c)=?

Konnyi atlatni, hogy

1. Ugyanazon kivonand6 mellett, a menynyivel nagyobb vagy kisebb a kisebbitendd
szintén annyival lesz nagyobb vagy kisebb a maradék is; és

2. Ugyanazon kisebbitend6 mellett, a mennyivel nagyobb vagy kisebb a kivonando,

megforditva épen annyival lesz kisebb vagy nagyobb a maradék

Igen természetes, hogy minél nagyobb szambdl vonunk ki bizonyos szamot, annal tobb, s
minél kisebbdl, annal kevesebb marad, ellenben minél nagyobb szamot vonunk ki bizonyos
szambol annal kevesebb lesz a maradék s minél kisebbet annal nagyobb a maradék. Tehat
(atc)—-b=(a-b)+c

(a—c)-b=(a-b)—c

a—(btc)=(@@-b)—c

a—(b-c)=(a—-b)+c

mik lehetségig zarjeltelenitve igy allanak:
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l)atc—b=a-b+c
2)a—c—b=a-b-c
3)a—(b+c)=a-b-c
4)ya—(b—c)=a—-b+c
Ha mar az igy leirottakat szoban fejezziik ki, latni valé hogy
1.) Az els6 semmi Gjat nem mond hanem csak azt ismétli mi az 6szvezési (2) mar kifejezett
2.) A (2) és (3) pedig azt az igazsagot foglaljak magukba, hogyha akérmely szdmbodl mas két
szamot kell kivonni, mind csak egy eredmény jon ki:
akér elobb egyiket azutan a masikat.-
akar elébb emezt és azutan amazt.
akédr a kivonandoét elébb 6szveadvan, ezt az 6szvetet vonjuk ki beldle. Végre
3.) A (4) nek értelme az hogy, mind csak egy eredményre jutunk akar két akarmely szam
kiilonbségét vonjuk ki valamely szambol, akar ezen kiilonbség kisebbitenddjét vonjuk ki
elébb s a maradékhoz adjuk hozza a kivonanddjat. Természetes, mert ha valamely
szambol, kiilonbséget kel kivonnunk, midon ezen kiilonbségnek kisebbitenddjét vonjuk ki,
igen sokat vonunk ki, s tehat igen kevés lesz a maradék, és pedig annyival tobbet vonunk
ki s annyival kevesebb a maradék a kelleténél, mennyi ama kiilonbségnek kivonanddja,
ezt tehat azon maradékhoz hozza kell adnunk.

43§ Folytatas

Ezek tovabbi folyadékai, jelesen

(D) nek, hogy akarhany, egymast kovetd s akarmily eldjegyekkel bird tagok sordban, két
oly tagnak helyét, melyek koziil egyik + masik — el6jegyli, az az egyik dszvezendd, masik
kivonandd, egymassal {6l lehet cserélni, az egész képlet értékének valtozasa nélkiil; és

(2) nek, hogy szintén ily helycserés lehet tenni két oly taggal, melyeknek mindenike —

eléjegyti



Es mivel mar fenebb (41§ ban) adott, s itt hozzajok potolt igazsagok szerint, akarmily
eléjegyli szomszédtagok helyeit egymadssal {0l lehet cserélni, a képlet értékének valtozasa
nélkiil, s mivel azon okoskodas, hogy folyvasti szomszédonkénti helycseréléssel, akarmely
tagot akarmely helyre el lehet juttatni, kétségtelen, allani fog azon 4talanosabb nevezetes
igazsag is, hogy akarhany és mind tagokbol allo oszveti €s kiillonbségi képlet értéke nem
valtozik, barmikép valtoztassuk benne a tagok sorét.

Azonban még itt, oly — el6jegyli (kivonando) tagoknak, melyek el6tt vagy semmi sem vagy
nalok kisebb 4ll (mint kisebbitendd) értelmet adni nem tudvan, fen marad az imént eldadott
igazsag értelméhez potlékul hozzagondolando ezen foltétel: ,,a mennyiben a sorozat a képletet
értelmetlenné nem teszi”

44§ Burkolt 6szveti képletnek fejletté valtoztatisa

Burkolt 6szveti képletnek nevezziik azt, melyben két vagy tobb zarjelekbe foglalt akarmind
képleteknek dszvete fejeztetik ki. PL. (a+b—-c)+(a—b+d—-c) + (3\/; +%C d)egyily

burkolt 6szveti képlet, amely harom 0szvezendd zarjeleket azaz zarjelek tartalmat, mind
Oszvezési jelekkel kapcesolva egyméshoz,
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foglal magaba.
Fejlett képlet, nem téve ezen névhez, dszveti és kiilonbségi vagy egyéb melléknevet pedig egy
vagy tobb + és — eldjegyekkel egymashoz kapcsolt tagok egyeteme. PL.:

3ab

a—-b>+ T b* —c* ily egy fejlett képlet, melyben az egyes tagok viszont részint
0szvezenddknek részint kivonandoknak jeloltetnek.

Az eldttiink all6 kérdés tehat ez: lehet-e akarmely burkolt 6szveti képletet, vele tokéletesen
hasonbecsti fejlett¢ valtoztatni, €s ha lehet, miként. Mire ez a felelet, hogy lehet igen is, €s
pedig igen egyszeriien, mert

1. A legeldl allo zarjel tartalma zarjel nélkiil irva is le, ugyanazt teszi (ugyan annyi
érteklt) mint zarjellel; tehat ezen elsd zarjeli zarvonalakat el lehet hagyni.
2. A masodik zarjel foglalatjat két darabra lehet felbontani, melyek egyikét tegyék a

benne foglalt tagok az utolson kiviil, ujabb zarjelbe foglalva, masikat az utolso tag egyediil
ezen zarjelbe kiviil. P1. ha a két zarjelet 6szveadando képlet volt
(a+b—c)+(d—e—f+g+h); eza fonebbi igazsagok szerint lesz egyenld
=at+tb-c+((d-e—-f+g)+h)=

atb-c+(d-e—f+g)+h=

atb-c+((d-e-f)+g)+h=

atb—-c+((d-e)—-f)+g+h=

atb—-c+(d-e)-f+g+h =

atb-c+d-e—-f+g+h=

mibdl azon eredmény vilaglik ki, hogy a masodik zarjel egyes tagjai valtozatlan el6jegyeikkel
(‘az elsé taghoz a d—hez a ki nem irt + de oda értett + jegyet most valdsadggal ki is irvan) az
elso zarjelbeli egyes, s szintén valtozatlan eldjegyli tagok utan irattak, s ugyanez torténnék
egy harmadik, negyedik s akdrhany 6szvezend6 zarjelek tartalméaval is, akkor is, ha a bennok
foglalt tagok nem csak egyszerii betiik, hanem mar szorzati, hatvanyi, osztati, gyokér s
logarithm eredmények volnanak. Mibdl akarhany, 6szvezendd zarjeleknek hasonbecsi fejlett
képletté alakitasara nézve azon egyszeri szabaly kovetkezik, hogy minden zarjelekben foglalt
tagok, sajat valtozatlan eldjegyeikkel zarjel nélkiil irassanak, egymas utan. Az igy el6allo



fejlett képlet, melyet masok kate???? szoktak a burkoltak 6szvetének nevezni, egybecsii lesz a
zarjelek Oszvetével; s ez a burkolt 6szveti képleteknek ily moddal fejletté valtoztatdsa viseli a
kozonséges algebrai konyvekben az algebrai 6szveadas cimét.

45§ Fejlett algebrai képletnek burkolt (zarjeles) 6szvetivé atalakitdsa

A kozelebbi §ban mondottak megforditasabol onként foly mikép kelljen fejlett algebrai
képletet, burkolt 6szvetivé atalakitani, t.i. az adott fejlett képlet tagjait ossszuk ol célunk vagy
kénytiink szerint akarhany csoportra ( csak nem feledve, hogy az egyes csoportokban legeldl
allo — jegyli tagnak, nem tudunk értelmet adni); minden csoportban az eldl allo tag + jegyét,
ha tetszik hagyjuk el, a csoportokat foglaljuk zarjelekbe, s a zar
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jelek kozé helyeziink + jegyeket. Latni valo, hogy az igy eredd burkolt képlet egyértékii lesz
az adott fejlettel. S ha a fonebbi szabalyok szerint ujra fejletté alakitattnék at, mulhatatlanul
az elébbit adna. Pl. e fejlett képletbdl:

atb-c—d+te—f+th+k-l+m+nt+p—q

lehet eldszor

(atb-c-d)+t(e-f+g+(th+k—-I-m)+(n+p-q)

Tovabba ebbol, ha tetszik

(a+(b-c—d)+(e—H+g)+(h+(k-I-m)+n+(p-g)

Vagy akar

(@a+(b-c—d)+ (e~ +(g+h)+(k-I-m)+(@n+p-g)

Ezen példabdl is latszik, hogy egy fejlett képletet, tobbfélekép lehet, hasonbecsii burkolt
Oszveti képletté alakitani at. Hanykép? Errdl csak tanitmanyaink mésodik 1épcséjén fogunk
hatarozotabbban szélhatni.

46§ Burkolt kiilonbségi képleteknek fejletté atalakitdsa

Burkolt kiilonbségi képletnek nevezziik azt, melyben egy zarjel tartalma, egy mas zarjel
tartalmabol kivonanddnak jeloltetik kozbetett — eldjegygyel-

Ha mar éppen azon moddal, melyet az dszveti burkolt képletek fejletté alakitdsanak
kimagyarazasaban kovettlink, a kivonasi alapképleteknek, jelesen ezeknek:
B)a—(btc)=a-b-c

4a-(b-c)=a-b+c

Szemiink el6tt tartasaval, a burkolt kiilonbségieket is vizsgalat ald veszsziik, szintugy
kitlinnek ezen esetnek is szabalyozo elvei, mint a kovetkezd példa mutatja:
(a+tb-c)—(d-e—-f+g+h)=

=at+tb-c—((d-e—f+g)+h)=

=at+tb-c—(d-e-f+g)—h=

=atb-c—-((d-e-f)+g)—h=

=at+b-c—-(d-e-f)—g—h=

=at+tb-c—-((d-e)—f)—g—h=

=at+tb-c—(d-e)+f—-g—h=

=at+tb-c—-d+e+f—-g—h

Mibdl az ily burkolt képletnek fejletté alakitasarol, mit kozonségesen algebrai kivonasnak
szokas nevezni, kovetkezd szabdly felallithato: az elsd t.i. a kisebbitenddt magaba foglald



zarjel tagjai sajat eldjegyeikkel, utdnok a kivonandé minden tagjai, ellenkezore, t.i. a + - ra, a
- + ra valtoztatott eldjegyekkel, irassanak egymasutan, s kész az adottal hasonbecsii fejlett
képlet; s csak botor fog csodalkozni azon, hogy az igy el6allé maradék tobb tagbdl alland,
mint allott a kisebbitendd, jelesen annyib6l, hanybol allottak a kisebbitendd és kivonandd
egyutt.

Ha két, harom s akarhany zarjelbe foglalt képletek lennének kivonandok, a miivelet nem
valtoznék, hanem mindegyikre egymasutan ugyanazon szabaly volna alkalmazandé. Pl.
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szam, mely masodhatvany volna, s tehat masodgyokérrel birna, nincs tobb a kilencnél,
gyokereikkel egyiitt emlékezetiinkben tartvan, akarmely haromnal kevesebb szamjegyli
szamrol egyszerre megtudjuk mondani, masodhatvany (quadrat szam)-e s ha az, mi a gyokere
s ha nem azt legalabb is mennyivel kellene kisebbnek lennie, hogy az legyen, mas szokkal mi
a hozza legkdzelebb allo kisebb quadrat szam, s az adottnak ettdli kiilonbsége.

3.) 10° =100, 100° = 10000, 1000° = 1000000 stb, 4talaban a 10 akarmely hatvanyanak ( 1
bdl és 0 bol allo szamnak) masodik hatvanya szintén csak 1 bl és 0 bol all, még pedig két
annyi 0 bol mint a gyokér, tehat mindig paros szamuakbol, (10m )2 =10", s megforditva
minden szamnak mely 1—gyel s utana allé paros szamu 0—kkal iratik le, van masodik gyokere
és ez ismét 1, félannyi O—val utdna, amint a hatvany: v10°" =10".

3.) (10a)’ =10*a’,(100b)* =100°b, atalaban (10" c) =10>"c?

Példaul: 507 = 2500, 700% = 490000, 6000 = 36000000 stb, mibdl kovetkezik, hogy akarmely
szam mely hatul paros szamu 0-kbol, s ezekez megel6z0, egy vagy akar kétjegyti
masodhatvanybol all, szintén masodhatvany s gyokere az elso jelentd szamok gyokere, toldva
félannyi 0—val mint mennyi az adott hatvanyban volt. Ellenben ha a kezdé szamok
masodhatvanyt alkotnak, de a 0—k szama paratlan, vagy parosok a 0—k, de a megel6z6 szdmok
nem masodhatvany, az egész szam sem lesz az, s ez az utols6 esetben konnyli megmondani,
mi a hozza legkdzelebb jaruld, ugyanannyi 0 végzddo kisebb masodhatvany, t.i. az mely
legkozelebb jar az elsd szamokhoz, toldva annyi O—val, hany az adott szdmban van. PI.
57000000—hoz legkozelebbi hat 0—ju kisebb quadratszam 49000000, melynek masodgyokere
7000.

4.) Ha mar nem csak két, hanem akarhany jelentd szammal bir6 s ezeken kiviil 0-kkal toldott
vagy nem toldott, szoval akarmely nyilvanos szamrol kérdezik, masodhatvany-e s mi a
masodgyokere, vagy ha nem az, mi a hozza legkdzelebb allo kisebb masodhatvany s annak a
masodgydkere? — annyit mindenesetre elsé tekintetre képesek vagyunk megismerni, hogy a
kérdés alatti gyokér hany szamjegyli mert:

a., mar lattuk, hogy egy tagu szamoknak masodhatvanyaik vagy egy vagy két taguak, s a
legkisebb kéttagu szamnak (10-nek) méasodhatvanya (100) mar harom tagu, tehat
megforditva, egy vagy két tagl szamnak is, vagy ha neki nem volna, legkdzelebbi quadrat-
szomszédjanak, csak egy szamjegyl gyokere lehet;

b. A legkisebb kéttagu szdmnak (10) méasodhatvany (100) harom tagu, a legnagyobbnak sincs
Ot tagu, mert a legkisebb ottagu szdmnak (10000) gydkere (100) is harom tagu. Tovabb
folytatva az okoskodast, a szemlélet konnyen meggydz, hogy akarhany tagu szam
masodhatvanya, vagy két annyi, vagy annal egygyel kevesebb tagu mint maga; pl. 7 tagunak
vagy 14 vagy 13 tagu, 25 tagunak vagy 50 vagy 49 tagu; m tagunak vagy 2m
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vagy (2m-1) tagu; mibdl megforditva kovetkezik, hogy akarmely paros tagu szamnak
masodgyokere félannyi tagu, mint 6 maga, paratlan tagunak pedig félannyi tagu mint sajat
tagjainak egygyel potolt szama; tehat m- tagu szamnak masodgyokere vagy m/2 vagy (m+1)/2
tagu.

5, A fenebbi 3. szdm szerint akarmely (nem csak egy vagy két tagu) quadrat-szamhoz, ha
paros szamu 0—kat ragasztunk, quadrat szdmnak marad, a gyokere lesz ugyanaz mint
amannak, toldva feleannyi O—val, mennyi a hatvanyhoz jarult, pl. 339889 masodhatvany 583—
nak, tehat 339889000000 masodhatvanya 583000—nak, s ez masodhatvanya amannak.

6.) Mindezeket eldre bocsatva, vegylik fiil elébb egy oly szamot, melynek masodgyokere
kéttagu s tehat maga vagy harom vagy négytagu, pl. 441 s ezen példan kisértsiik meg
folallitani az ily szamokbdli masodgyokér vonas szabalyait. Okoskodasnak fonala a
kovetkezd lesz:

441-nek (masod) gyokere két tagu, mert maga harom tagbdl all; ezen két tag koziil az elsét, a
tizeseket, a—nak, a masodikat, az egyeseket, b—nek nevezvén, az adott szdmnak kell lenni= a’
+ 2ab + b” — nak, az az: azt (441-et) harom oly darabra kell felszaggathatni, melyek koziil
egyik = a” , (nehany tiznek quadratuma), a masik = b” (nehany egynek quadratuma), a
harmadik = 2ab (azon tizeknek s ezen egyeknek kettds szorzata) legyen.

A mihez legbiztosabban hozza vethetiink, s6t kétség nélkiil is kitalalhatjuk, az a’, mert tudjuk
hogy a tizek quadratuma nem egyéb, mint az egyeké, két O—val toldva, mas szoval: valamely,
egy vagy kéttagu quadrat szam, szdzszor véve, mar pedig az adott szamban minddszve is csak
négy szaz van, mit ugy vesziink észre, hogy a hatulsé6 két tagot elszakitvan, meg nézziik mi 4ll
az elszakitott tagok ( vagy mint mondani szoktdk: osztaly) el6tt; ily forman 4|41, all pedig 4,
mi itt = 400, s mivel 4 épen quadrét szam ( = 2%) nyilvanval6 hogy a* nem lehet egyéb mint
400 s kovetkezOleg a = 20, vagy is a kéttagu gyokér elso (tizes helyll) szamjegye kettds (2.)

J4141=2.

mit az eredmény elsd helyére be is irunk igy: 400 most a’ = 400—at kivonvéan
41

Mely maradékbol 2ab + b*>=2.20.b + b’>—nek kell kitelni, kérdés tehat, b = ? Felelet, b oly
szam, melyet ha 2.20 = 40—el szorzunk csaknem 41, de mégsem épen annyi j6jon ki, hogy
még fenmaradjon valami, ugyancsak ezek 1 eredményi tag kettdsét 41 ald irom, s keresvén
benne 1-szeresen hogy ez az 1 = b, s hogy ezen hozzavevés alapos is, megprobalhatom,
szorozvan t.i. vele a 2a = 2.20—at, mibél kijon 2ab = 40, tovabbi 6nmagat, mibél kijon b> =1.1
=1 s hamaraza2ab+b*= 40 + 1 =41 épen annyi mint az el6bbi maradék, s tehat a* = 400—
zal egyiitt annyi mint az eldnkbe adott szam, ugy az masodhatvanya lesz 20 + 1 = 21 nek
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s tehat az annak masodgyokere. Az egész miivelet folyamat igy mutathatjuk ki:
J4141 = 21
_400

41

40

40

—_ =

Mas példa kérdessék +/2209 =?

Itt a két utolsé tagot elszakitva hatul, lesz a két elsé 22 mely itt 2200, mely maga nem quadrat
szam s tehat nem lehet = a® hanem a kdzelebbi kisebb = 1600, ez tehat a’ s annal fogva a = 40;
40 nek masodhatvanyat = 1600—at kivonva az adott szambol, marad 600, melyben 2.40 = 80—
at keresvén, 7—szer ugy taldlom meg, hogy valami fen is marad, probalvan tehat b = 7—et, lesz
2ab = 2.40.7 = 560, b> = 49; 560 + 49 = 609, tehat hozz4 vetésiink, hogy b =7, igazolva van s
az egész gyokér 40 + 7 =47

A miivelet folyama igy néz ki

22109 =47
16 00
609
80
5 60
49
609

Harmadik példa: 784 =9

Itt a* = 400, mit kivonvan marad 384, tehat a = 20, ennek kettSse = 40, ezt 384ben megkapom
9-szer ugy, hogy marad is valami, probalvan ezért b-nek 9—et venni lesz 2ab = 40.9 = 360; b
=9%=81;360 + 81 =441 < 384, rosz volt tehat azon folvétel, hogy b =9, veszem tehat csak
8 nak, igy 2ab = 40.8 = 320, b* = 8% = 64; 320 + 64 = 384, tehat igazolva van a masodik
folvétel s

a+b=20+8=28= 784

Kozelebbi fejtményeinkbdl mar kdvetkezd miiveleti szabalyokat vonhatunk ki, nyilvanos
szamokboli (most még csak kéttagu) gyokér kikeresését illetdleg:

a. Az adott szdmbol hatulrol két tag elszakittatvan, az ez altal osztassék két osztalyra
(classis) melyek elsejében, egy vagy két szamjegy lehet.
b. Az els6 osztaly vagy quadrat-szadm vagy nem, ugy a mint ott all s tehat igaz ért¢kében

is, két 0-val toldva. Ha az ugy neki, ha nem az ugy a legkozelebbi kisebb quadrat-szamnak
gyokere irassék elsO tagul,( tizesi helyre) az eredménybe, s mindkét esetben az eredménybe irt



szam, igaz értékének masodhatvanya az adott szam ala iratvan ( tudni valé hogy két végsé
jegye két 0 lesz) vonassék ki abbol.

c. Most a kijott eredményi tagnak, igaz értékében véve kettdse kerestessék a
maradékban, mire tanacsos is azt
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azt alaja irni, s a hanyszor meg taldljuk benne, ugy hogy valami fon is maradjon, azon szdm
irassék masodik tagul, egyesi helyre az eredménybe.

d. Az els tagban, a fonebbiek szerint véve, soha sem csalatkozunk, de csalatkozhatunk
ezen masodikban, erre nézve tehat mulhatatlantl sziikséges a préba. Ez abban all: az els6
tagnak mar elébb kicsinalt kettdsét szorozzuk a masodik taggal, ugyan ezt (a masodik tagot)
szorozzuk dnmagaval is, a két szamot 0szve adjuk, s ha 6szvetdk épen annyi, mennyi az elsé
tag quadratumanak kivondsa utan maradt volt, ugy a masodik tag folvételében nem hibaztunk;
ha tobb, ugy a masodik tagot kisebbnek kell fol venniink, ha kevesebb, s tehat uj maradékot
hagy, jele hogy az adott szdm nem masodhatvany, de a hozza legkdzelebb allo kisebb
masodhatvany (melynek gyokere az eredmény) kijon; ha beldle (az adott szambol) ezen
utols6 maradékot kivonjuk.

e. Ezen miiveleti 1épéseket gyakorlatban egy kis munka kiméléssel vihetjiik véghez,
mely abbol all hogy a 0—kat mivel azok a miivelet rendében végiil fordulnak eld, ne irjuk ki,
hanem a jelentd szdmokat csak ugyan illetd helyeikre igtatvan, a 0—k helyeit iiresen hagyjuk.
Ehez képest példaul 1521-bdl gydkérvonas képe ez volna

15]21 = ==39
9

6 21
6

54
81

Innen a gyakorlatban nem mondjuk ( e példara alkalmazva) hogy 1521-bdl vonatik ki 900,
hanem csak 15 bdl 9, s a maradék mell¢é lehozatik a kovetkezd osztaly (21), mi az elébbivel
eredményben egyre megyen ki. Hasonloan igy mondjuk: az eredményi elsé tagnak (nem
valddi, csak egyesi értékében) vétessék kettdse, s ez a lehozas altal megpotolt maradék ala
irassék ugy, hogy hatul egy hely iiresen maradjon és aztan kerestessék csak a felette alloban (
az utolsd szamjegyet nem tekintve) ez is, mint szembe 6tl6, csak szobeli kiilonbség.

f. De a 0-k elhagyésa altal szarmazo6 szivességet, még egy tovabbi roviditésre lehet
hasznalni. Tudvan ugyan is (58§bdl) hogy szorzatok dszvete, annyi mint az dszvet szorzata, a
gyokér masodik tagjat, mikor illetd helyére az eredménybe beirtuk, irjuk be egyszersmind az
elsd tag kettdsének végén hagyott lires helyre is, s az igy kipotolt egész sort, egyszerre
szorozzuk vele, igy egyszerre jon ki (2a + b)b = 2ab + b” . E szerint az el6bbi példa, s még

egy uj, igy lesz:



15)21=39 /72125 =85

_9 64
6 21 8 25
__ 69 _165
6 21 8 25

7. Lépjlink at mar oly szamokbéli gyokérvonasra, melyeknek gydkere harom tagu.
Kérdessék +321489 = ? Szakitsunk el az adott szambol
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hatul egy két szamjegyili osztalyt vagy jobban mondva szakitsuk 6t két darabra, melyeknek
egyikét, két utolsod szamu jegye lesz 321489 = 321400 + 89.

3214-nek (a két hatulson kiviili jegyekkel kifejezett szamnak) keressiik ki gyokerét, vagy ha
az nincs, a hozza legkozelebbi kisebb quadrat-szamnak gyokerét, az elobb modon, igy:

\32[14 =56
25
7 14
106
636
= 78

Ebbdl igy okoskodunk: 3214 nem quadrat szdm, hanem 3214 — 78 = 3136 az, s ennek gyokere
56; tehat 313600 is az, s gyokere 560, s az egész adott szambol, mely 321489 — 313600 =
7889, kivonvan 560 masodhatvanyat marad 7889, t.i. az el6bbi maradék (78) toldva a
legeldbb leszakitott osztalylyal (89) s most 560—t, az eddig ki jott eredményi részt vevén a—
nak tehat 313600t a—nak, s a még hianyz6 harmadik tagot, az egyeseket ismét b—nek
nevezvén, az a’ kivondsa utan maradé 7889 — bsl: 2ab + b> = (2a + b)b — nek kell kitelni.
Ismét kettdsét vevén tehat a mar kijott eredményi résznek, 2.560 = 1120—at keresem 7889-
ben, ugy hogy valami maradjon is, taldlom 7-szer. Ezt irom tehat 3-k eredményi tagnak,
megprobalom s lesz 2ab = 1120.7 = 7840; b’ =7*= 49; ezek Oszvete 7840 + 49 = 7889, tehat

helyes volt a folvétel s az egész gyokér = 560 + 7 = 567
A miivelet (itt is az eldbbi szam e. és f. pontjaiban targyalt roviditéseket alkalmazva) teljesen

ily alakban all.
32114189 =367
25
714
_ 106
636
78 89
1127
78 89



Mas példa (maradékkal)

9194|107 =315
9
94
_ 6l
_ 6l
33 07
625
3125

182

Tehat 99407 nem masodhatvany, s a legkozelebbi kisebb quadratszam 99407 — 182 = 99225,
melynek gyokere 315.

8. Hasonloban lehet, a fonebbi okoskodas tovabbvitelével megmutatni, hogy a haromtagu
gyokérvonason alapul s szintugy megy véghez a négytagu, ezen az ottagu, s igy tovabb

9. oldal nagylap hata

vabb akar meddig. Mihez képest mar az egész kimeritd szabalyt aldfoglalva, akarhany tagu
gyokérvonas végbevitelének modja a kovetkezokbdl fog allani.

a. Az adott szdm, hatul kezdve szaggattassék két két szamjegyes osztalyokra; a legelol
allo osztalyban e szerint vagy szintén két vagy csak egy szamjegy marad
b. Ha az els6 osztdly magaban véve quadrat szam, annak, ha nem az, a hozza

legk6zelebbi kisebb quadrat szamnak gyokere irassék be els6é eredményi tagul, s ezen
bejegyzett tag quadratuma az elsd osztaly ala iratvan, vonassék ki abbol.

c. A maradék mellé hozassék le a kdvetkezd osztaly

d. A kijott eredményi tagnak irassék a kettdse s ez irassék a lehozottakkal megtoldott
maradék ald, egy liresen maradod helylyel a végén, s kerestessék felette alloban (ennek utolsd
szamjegyét oda sem értve); a hanyszor megtalaltatik, irassék be masodik eredményi tagul is,
az iiresen hagyott helyre is.

e. Ezen uj eredményi taggal szoroztassék a kozelebbrdl megpotolt sor s a szorzat
vonassék ki az iménti (potolt) maradékbol. Az ujabb maradékhoz hozassék le az adott
szambol a most kdvetkezd osztaly.

f. Ismét vétessék kettdse, az egész eddig kijott eredménynek, ez ismét irassék a (potolt)
maradék ald, a vég-hely liresen hagyasaval, ismét kerestessek a felette alloban az utolso
szamjegyet oda nem értve, az osztat ismét irassék be az eredménybe is az tires helyre i, ismét
szoroztass¢k vele, de csak vele, nem az el6bb mar allott tagokkal is, a volt és megtoldott
0sztd, ismét vonassék ki a szorzat, s a maradékhoz hozassék le a kovetkezd osztaly.

g. E moédszer folytattassék a hatra levo osztalyok elfogyasaig, mindig csak egy egy
osztalyt hozva le egyszerre, mindig a mar kijott egész eddigi eredménynek kettdsével osztva s
mindig csak az ez altal eredd osztati taggal szorozva. Jegyezziik meg, hogy ha valamelyik
kijovo szorzat nagyobb lesz az elébbi (potolt) maradéknal, melybdl ki kellene vonatnia: jele
hogy a kozelebbi tag az eredményben igen nagynak volt véve, azt tehat szallitani kell; ha
pedig valamelyik kettds szorzat nem talaltatnék meg a felette alloban, a miben keressiik, jele
hogy az eredményben 0- t kell irni, s akar azzal végezni a szorzést, mikor maradékul az el6bbi
(potolt) maradék jon ki, akar ehez egyenesen egy uj osztalyt lehozni. Végre.



h. Az osztalyok elfogyasa utdn vagy maradt fon utolsé miiveleti maradék vagy nem. Ha
nem, ugy az adott szdm mdasodhatvany, s gyokere a mi kijott. Ha igen, ugy az adott szdm nem
masodhatvany s a legkozelebbi kisebb quadrat-szamot felytil haladja annyival, mennyi a
végmaradék s ennek kivondsa utan kijon a megtalalt gyokér masodhatvéanya.

Probaja a gyokérvonasi miiveletnek abbol fog allani, hogy a kijott gyokér
masodhatvanyoztatvan (dnmagaval szoroztatvan) ha az adott szdm quadrét volt, ugy
kozvetlen, ha szdm adatésa utan, annak kell kijoni.

Végiil még par példa, s néhany feladat:

10. oldal nagylap

\J5134/56|72|48]67 = 231207

4
1 34
_ 49
129
556
461
95 72
_ 4622
421876304 =6548 25[24]05|76 = 5024 9244
36 25 32848
687 24 46240
125 100 3284867
6 26 000 _ 462407
1 62 63 . 2405 3236849
1364 1002 48018
5216 2004
1047 04 40176
130 88 10044
1047 04 40176

Tehat az adott szam nem masodhatvany, s a kozelebbi kisebb quadrat szamnal 48018-al

nagyobb.

Keressen a tanuldé masodgyokeret kovetkezd szamokbol:

3017964096; 119025; 76972953; 31376808225;
169391396352025; 24938762945, 524938762934; 21160000;
24689023472958302; 18512370048 stb. stb.

163§ Harmadgyokérvonas nyilvanos szamokbol




Miutan a masodgyokérvonas alapelveit s modszerét terjedelmesen kifejeztiik, nem sziikség a
harmadgydkvonésnal szintoly részletességbe bocsatkozni, hanem az esetnek ataldnos
hasonlatossagara hivatkozva, elég érthetd lesz a mit révidebben is fogunk eldadni.

1.) Egytagu szdmok harmadhatvanyai (cubusok) tablaja:

Gyokérszamok 12 3 4 5 6 7 8 9

Harmadhatvanyok | 1 | 8 27 64 125 216 343 512 729

A mivel 10° = 1000, 100° = 1000000, atalaban (10n )3 =10"", tehat az idézett 9

harmadhatvanynak, s nem kiilonben akarmely szdmnak mely ezekbdl s ezekhez végiil jaruld
nehany harom z€érobol all, harmadgydkerét azonnal tudjuk.

2.) Egy tagu szdm harmadhatvénya vagy egy vagy kettd vagy harom tagu, a legkisebb két
tagué (10) mar négy (1000), a legkisebb harom tagué (100) mar hét tagu (1000000) s tehat a
két taguak harmad hatvanyai vagy négy vagy 6t vagy hat taguak, mibdl a kdvetkezést tovabb
vive s megforditva, konnyli megismerni, hogy akarhanytagu, eldnkbe adott szamnak
harmadgydkere hany tagu? T. i. ha tagjai szdma harommal oszthatd, harmad-annyi tagu a
gyokér mint a hatvany; ha nem oszthat6 lesz az 1-el vagy 2—vel nagyobb szdm mint a hatvany
tagjai szama, ezen harommal oszthaté szamnak harmada lesz a gyokér tagjainak szama. PI. 21
tagu szam harmadgyokere 7 tagu, 19 tagué szintén 7 tagu; 11 tagué 4 tagu stb. Atalaban, ha a
megadott szam m tagu, a gyokeér
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m/3, (m+1)/3 vagy (m+2)/3 tagu lesz, a szerint a mint m, m+1 vagy m+2 oszthaté 3—mal, mit
csupa szamlalas utjan ugy is ki lehet talalni — szakasztassék el hatulrél kezdve az adott
szambol, harmanként annyi osztaly, ahany kitelik, mikor az els6 osztalyba egy, két vagy
harom szdmjegy marad, s a hany ily osztaly ( az elsd netalan csonkat is oda értve) telik ki az
adott szambol, annyi tagu harmadgyokere, ha van, vagy a hozza legkozelebbi kisebb cubust
ha maga nem harmadhatvany.

2)) Két tagu gyokérnek kivonasa (4, 5 vagy 6 tagu szdmbol) itt is arra megy ki, hogy az
adott hatvanyt azon négy alkotora szaggassuk fol melyekbdl egy kéttagu képlet cubusa all. Itt
is tehat a gyokér elso tagjat ( a tizest) a—nak, masodik tagjat ( az egyest) b—nek nevezvén az
adott hatvanyt kovetkezé négy tagra kell szaggatni: a® + 3a’b + 3ab”> + b’.

A muvelet, példan legkonnyebben folfoghato lesz. Legyen az adott szam, melynek
harmadgydkere kerestetik: 54 872.

A = az hany lesz ( 0—ra végz4dik) tehat a’~nak harom 0-n kell végzédnie; harom 0-n végz6ds,
s az adott szamhoz legkozelebb jaro cubus pedig 27000, mi abbdl tiinik ki, hogy a hdrom
utols6 szamjegyet elszakasztvan, az eldl maradd 54-hez legkozelebbi kisebb cubus 27. Ennél
fogva vilagos hogy a’ nem lehet méas mint 27 000, tehat a = 30; ezt irjuk tehat (vagy helyett
csak 3—at, mivel egy tag még jon utana) elsd eredményi tagul; s magat a 27000-et kivonjuk az
adott szdmbol ily forman

/541872 =3
27000 , mar ezen 27872-b6l ki kell telni 3a’b + 3ab” + b’—nak; s hatra van még hozza

27872
vetni, mi lehet b? A hétra levé harom koziili els6 tagnak, u.m. 3.30°.b-nek nyilvan valamivel
kisebbnek kell lenni 27872-—nél, hogy a mas ketté szamara is maradjon valami; tehat b egy
olyan szam lesz, amennyiszer 3.30° t 27872-ben ugy kapjuk meg, hogy valami fenn is
maradjon. E végre 3.31° = 2700t irjuk aldja a 27872—nek s keressiik benne; bamulatunkra
megtalalhatjuk, akar tizszer is, de meggondolva, hogy b semmi esetre 10 nem lehet, mert igy a




+b =30+ 10 =40 volna, a mi lehetlen, mert 40° = 64000, veszsziik prébabol b-t 9-nek, ehez
képest lesz

3a’b =3.30°.9 = 24300

3ab*=3.30.9°= 7290

b’'=9 = 729

0szvesen 32359 > 27872

tehat kitlinik hogy b igen magasan volt véve 9nek probaljuk tehat 8-nak lesz
3a’b =2.30°.8 = 21600

3ab*=3.30.8°= 3760

b'=8 = 512

Oszvesen 27872 épen annyi mint a maradék.

Igazolja tehat a proba, hogy b = 8 s tehat az egész gyokér (a +b) =30 + 8 = 38

11. oldal nagylap

4.) A végz6 0-k itt is elmaradhatnak, de azon roviditésnek mi szerint a masodgyokérvonasnal
a kijott utolsé eredményi tagot az osztd végében hagyott iires helyre is leirtuk s igy egy
szorzassal talaltuk ki a hatvanybeli két hatra levo tagot, itt alkalmazdsa nem igen lehet. Kiilon
szamitjuk ki s illetd helyikre, az az egy egy helylyel hatrabb esdleg irjuk, tehat a harom kivant
tagot, s 6szveadvan, hasonlitjuk 6szve a volt maradékkal.

fme egy egészben kidolgozott példa:

1/438/976 =76....(a + b)

a’=343...
95976
3a’ =147..
3a’b=882......
3ab’® =..756....
b’ =... 216

3a’b+3ab’ +b* =95976

5.) Ha két tagu gydkeret tudunk venni, tudunk harom tagut is, mert az adott szam utolsé
harom szamjegyét elszakasztva az el6l allokbol vonunk két tagut, a maradékhoz hozza toldjuk
ezt az elszakasztott harom tagot, a mar kijott két gyokeéri tagot veszsziik ujabb a-nak, ennek
masodhatvanya harmasat keressiik a maradékba, a két végs6 szamjegyet nem tekintve, ugy
hogy valami fen is maradjon; ehez képest hozz4 vevén a harmadik vagy utols6 taghoz, hogy
hozza vetésiink helyes volt, megprobaljuk a maradékban még feltalaltatni kelletd harom
képlet kiszamitasa, 6szveadésa s vele valo 6szvehasonlitdsa altal. Pl.



1/41]063]625 =345

1759625
27 3468..
14063 17340..

27 2550.
10 8. s

144 17559625
64 o
12 304 o

Szintugy kovetkezik haromtagu gyokérvonasbol a négytagu kikeresése, s igy tovabb
akarmeddig, min¢l fogva mar akarhanytagu szamboli harmadgyokér-vonas szabalyait,
kimeritdleg terjesztjiik elo:

a.) Az adott szdm szaggattassék osztalyokra, hatulrol kezdve eléfelé, minden osztalyba
harom szamjegyet rendezvén, minél fogva az elsé osztalyba egy, két vagy harom szamjegy
esik.

b.) Az els6 osztalynak, ha van, ha pedig nincs, a legkdzelebbi kisebb cubusnak
harmadgydkere irassék elsé eredményi tagul s ennek harmadhatvanya vonassék ki az els6
osztalybol, a maradék mellé hozassék le a kovetkezd (masodik) osztaly.
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c.) Vétessék a kijott eredményi tagnak, azt csak egyediil tekintve masodhatvanyéanak
harmasa, s ez irassék be a lehozottal megpotolt maradék ala ugy, hogy hatul két szamjegy
tiresen maradjon s kerestessék a folotte alloban (t-i- abbodl és a két utolsé jegyet oda nem
értve); a hanyszor megtalaltatik benne, az a szam, vagy biztos hozza vetés utan kisebb is
irassék masodik eredményi tagul.

d.) Ezen ujabb eredményi taggal szoroztassék a kozelebbi 0sztd s a szorzat irassék ismét
két helynek iiresen hagyasaval. Vétessék ugyan ezen uj eredményi tag méasodhatvanyanak
harmasa s ez szorozatvan az elotte kijott taggal (csak mint egyessel), a szorzat irassék az
elébbi ala, egy helylyel odabb nytjtva, t.i. mar csak egy helyet hagyva végiil iiresen, vétessék
ugyan az uj eredményi tag harmadhatvanya s ez irassék a mas két sor ala, mar egy véghelyet
sem hagyva liresen. A kozelebb kijott harom sorszam 6szvete vonassék ki az el6bbi megpotolt
maradékbol, s az ujabb maradékhoz hozassék le a kovetkezo osztaly.

e.) Vétessék most (s a kovetkezo hason esetekben) az addig kijott egész eredménynek
masodhatvanya, s ennek harmasa, ez ismét irassék be ugy a maradék alé, hogy végiil két hely
maradjon, kerestessék a felette alloban, az osztat irassék kovetkezé eredményi tagul, ennek
segélyével alkotassék harom uj szam, u.m. 1.) ezen uj tag s a kdzelebbi osztd szorzata (3a’.b)
2.) az uj tag masodhatvany harmasanak az eldbbi tagok egészéveli szorzata; 3.) az uj tag
harmadhatvanya. Ezek irassanak egymads ala, egy egy taggal tovabb terjeddleg; adassanak
Oszve, Oszvetiik vonassék ki az el6bbi maradékbol; az ujabb maradék mellé hozassék le a
kovetkezo osztaly, s a miivelet ugyan azon eljarasi méddal folytattassék mig tobb lehozni valo
osztaly nincs.

f.) Ha végiil maradék nem jon ki, az adott szdm cubus volt, s gyokere a kijott szam,;
ellenkezd esetben a hozza legkdzelebbi kisebb cubus (melyé a gyokér) a maradékkal kisebb
az adott szamnal.

g.) Probdja a miiveletnek lesz, ha a kijott harmadgyokér harmadhatvanyra emeljiik s a
maradékot ( ha volt) ehez advan kijon az adott szam.




Végre jegyezziik meg mind a masod mind a harmadgydkérvonasrol, hogy ha a maradék
elfogy, de a lehozand6 osztalyok nem, ezek azonban csupa 0-kbodl dllanak, a gyokér lesz az
ami mar kijott, toldva annyi 0-val, hany csupa 0-kbdl all6 osztaly még lehozand6. De ha volna
maradék, rendes modjan folytatando.

Végiil egy par példa s nehany feladat:

12. oldal nagylap
Képet kivagni az algebra 22 oldalbol

A tanulo6 szamitsa ki kdvetkez0 szamok harmadgydkereit:

3461134081 (az utolso példa beli szdmhoz legkdzelebbi kisebb cubus); 49836032; 40353607;
340068392; 115145914625; 18970074963; 8108486729; 280754038592; 165794875577856;
328509000000; 397144793370057698;9301104962928280683 stb.

12. oldal nagylap héta - Ures
1. oldal
Algeb 2

A szorzasnak forditottja a szorzdtarsazas, vagy ugynevezett osztas, melyben megadatik a
szorzésbeli eredmény vagy a szorzat, s az egyik szorzotars, s kérdetik a masik szorzotars. Itt
tehat ereditok az adott szorzat, s az adott szorzétars (az osztandoé és az 0sztd), eredmény a
kérdett szorzotars vagy az osztat.

3. Az emelésnek két forditottja van u.m.

a) a gyokérvonas s gyokerezés, ha adatik az emelet s a logarithm és kérdetik az alap v.
gyokér, mely azon logarithm emeletre emelve azt az emeletet adja. Itt tehat az ereditok az
adott emelet s az adott logarithm eredmény a kérdett alap vagy gyokér, €s

b) A logarithmozas, ha adatik az emelet és az alap s kéretik a logarithm vagy hogy mily fokra
kell emelni azt az alapot, hogy az az emelet j6jjon ki. Itt tehat ereditdk az adott emelet és az
adott alap, eredmény a kérdett logarithm.

A hét szamtani miiveletek, ezek szerint a kdvetkezok

1. oldal hata

1. Oszveadas 2. Szorzas 3. Emelés 4. Potlotarsazas 5. Szorzdtarsazas 6. Gydkerezés 7.
Logarithmozas

S minden szamot keriild beszéddel ki lehet fejezni mint ezen miiveletek eredményét hét
szammal s azon muvelet jelol6 jellel mellyel a kifejezendd szdm a hét kifejezettbdl szarmazik,
mely jelek a kdvetkezenddk

1. Oszvet képpen : A két szamot melyek altal egy harmadikot ki akarjuk fejezni, leirjuk
egymas utan, s koziikbe tesziink egy felalld keresztet. P.o. 7-et keriil6leg kifejezhetjiik igy 4 +
3, mert az jelenti azt a szdmot mely ki jon ha 4hez harmat adunk az pedig éppen hét.. igy 12 +
21 33nak, 171 + 57, 228nak keriil§ kifejezései. igy a + b teszi két szamnak, melyek kozol
egyiket onkényiileg 0-nak mésikat b-nek neveztiink, 6szvetét vagy akarmely két szdmnak
Oszvetét. A keresztet szoval ugy mondjak ki: meg vagy plusz.

2. Potlotars képpen: Az adott 6szvet eldl iratik, utana az a jegy — (egy vizfektli vonaska) s
ezutan az adott potlotars
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p.o. a 4et e szerint igy lehet le irni 10 — 6, mely jelenti azt a szdmot, mely 6nak potlotarsa
10re, tehat éppen a négyet, igy ezen kifejezések 18 —2, 100 — 37, 1218 — 523 16t, 63at, 6956t
jelelnek. fgy a — b jelenti egy b nevii szamnak a- rai potlotarsat, vagy akarmely két szam
kiilonbségét. A vonast mas szoval igy mondjak ki minus, vagy hijjan.

3. Szorzat képpen: Ennek harom modja van divatban

a) leirjuk a két szorzétarsat s koziikbe egy dult keresztet x vagy

b) egy pontot — vagy

¢) semmit sem tesziink, pl. ezekben — 3x5 és 3.5 haromnak ¢€s 6tnek szorzata az az tizendt van
leirva, de a semmi kdzte nem tett csupasz szamokra nem lehet alkalmazni, mert azok a
szamtan rendszerhez képest igy irva egyebet jelentenének pl. 35 nem, nem tizenotot hanem
harminc6tot, ellenben csupa betiivel kifejezett szamoknal igen is, s azért ab éppen azt teszi
mit axb vagy a.b t.i. mindenik egy a s egy b nevii

2. oldal hata

szamnak vagy akarmely két szamnak szorzatat. A keresztet vagy pontot vagy semmit szoval
igy mondjék ki: szor vagy szer, latinul ductum in vagy multiplicatum per

3. Szorzoétars vagy osztatképpen: ennek szintén két modja van

4. a) eldl irjuk az adott szorzatot v. osztandot, utana két egymas felett all6 pontot
() ezutdn az adott szorzotarsat az osztot. Pl. a 6 tot kifejezhetjiik igy 12:2 mert ez jelenti azt a
szamot, mely ki jon ha 12hez szorzotarsazzuk a 2t vagy ha 12t osztjuk 2vel és pedig éppen 6.
Masodik mad feliil irjuk az adott szorzatot vagy osztandot, aldja egy alatta egészen atmend
vizfektli vondst s ez ala az adott szorzotarsat vagy osztot. Pl. 6t igy fejezhet;jiik ki ezen a

12 . . . i
moddon > mert ez is jelenti azt a szamot, mely ki jon ha 12 hez potlétarsazunk 2 t, vagy 12t

osztunk 2vel. A két pontot vagy a kozbe tett vonast szoval igy mond;jak ki: osztva val v. vel
latinul divisum per.

5. Emelet képpen: leirjuk az alapot v, gyokeret s ennek jobb vallahoz a
logarithmot s az egész jelenti azon gydkérnek anyiadik emeletét. Pl. 81et igy irhatjuk

3. oldal

le 3* az az haromnak negyedik emelete mert ez éppen 81. A kimondas igy van mint ezen
példaban, vagy rovidebben: harom fel négy vagy még rovidebben: harom négy.

6. Gyokér képpen: Leirjuk az emeletet s felibe egy ily alaku jegyet \/_ , s ennek felsd oblibe a
logarithmot, mely kifejezés aztan jelenti azon emeletnek anyiadik gydkerét hany az 6bdlbe

van irva. PL. /64 jelenti a négyet, mert 64nek 3" gyokere 4. Kimondasa egy van.
Hatvannégynek harmadik gyokere 4

7. Logarithm képpen: Irunk egy lefelé forditott 6blii jegyet milyet a gyokérjelelésnél
felfeléallot irtunk. Ennek haslasaba irjuk az emeletet, 6ble ald pedig az alapot v. gyokeret,
melynek a feliil irt szdm anyiadik emelete hany a kifejezendd logarithm pl.

5125 teszi azt a szamot a hanyadik emeletre kell emelni az 6t6t, hogy kij6jjon szazhuszonét,
€z a szdm



3. oldal hata

szam pedig 3, mert dtnek 3* emelete 125; szoval igy mondatik, 125 nek 5 alapt logarithma.
Ha mar egy ilyen keriild beszédi kifejezésben, valamelyik szam a leirandok koziil, ismét
keriil6 beszéddel van kifejezve, ezt a masikba irandot zarjelbe irjuk s ugy teszsziik az egész
zarjelet hova kell, hova t.i. tenndk ezt a szamot ha kdzvetlen nevével vagy jelével volna
kifejezve. P.o. (15 + 6) : (10 — 3) ez egy osztati kép, melyben az adott szorzat vagy osztando
egy Oszvet u.m. 15nek és 6nak dszvete tehat 21, az osztd vagy az adott szorzo pedig egy
kiilonbség 10nek és 3 nak kiilonbsége u.m. 7, tehat az egész teszi 2 Inek hétteli osztatat, tehat
harmat. Szintugy ezeken

(31-6)x¥125 ™ =1000000

( 6) (2) Mely zarjelekbdl nemelyik
— = (=1
3 1

4. oldal

ket el is lehet hagyni, mikor ebbdl kétes értelmii nem szdrmazik, jelesen a kozbenvonasozott
osztatok s azoknak mind fels6je mind alsdja melldl, tovabba a gyokér és logarithm jelelések
melldl.

Még néhany példa gyakorlas végett.

Olvastassanak ki, fejtessenek fel s kerestessenek ki erdeményeik ezeknek.

1) ((a+b)—(a—b))><((a:b)><ab)

mi az eredmény haa=8,b=4,vagymihaa=10,b=28

(a_b)a—b

2)

4. oldal hata

3.0 " Mi az eredmény ha A = 30

4) ((a+b)*®)-(a=b)):(((@a+b)@—-b))+(a+b)) mi az eredmény haa =6, b =4, mi ha a =
7,b=6

5 (m=n)+T=m)x((G+m):@-m)')
' 3m+n

mi az eredmény. Haom=6,n=3

5. oldal



Lesz (a+b)" = am(1+§]

(2a+30—a>) bél vitessék ki 3 osztoul lesz

2\ 2\
ba+3b-a’) - (6a+922 3a’) (6a+9b9 3a°)
Vitessék ki (a + b)® bol 8 ugy hogy kiinnvaloban nyolc, nem pedig nyolcnak 3" emelete

legyen. Tehat mas szokkal a zarjel tartalmat azzal kell osztani, minek 3" emelete lesz nyolc,

3 3
tehat 2-el, és igy lesz (a+b)’ =2° a,by_ga.hb
2 2 2 2

Atalaban, ha az adott emeletes zarjel (a)™, s az kivantatik, hogy oly kivitelt tegyiink beléle,

melynek kovetkeztében a zarjel eldtt alljon b, 1atni vald hogy a zarjel tartalmat b el el kell
osztani; s igy kiviil esik melléje (T/B )m =Db

5. oldal hata

2. Kivitel gyokérjel alol
Yab™"' =%a:Yo=Yab'b:%b

Szoéban kifejezve: A gyokérjel aldl kiviendd szam a zarjelbol enyésztessék ki; az az a zarjel
tartalma osztassék vele, ha szorzoéul szoroztassék ha osztéul allott abban, 6nmaga pedig
miutan azon gyokér vonatott beldle, mely a gyokérjelben all, tétessék szorzoul a zarjel mellé,
ha benn is szorzd, osztoul ha osztd volt.

Vagy mar a tulajdonképpi, s nem tulajdonképpi kivitelt egygyiivé foglalva atalaban. A
kiviendével osztassék vagy szoroztassék a zarjel tartalma, 6 magabdl vonassék az illetd
gyokér, s ez tétessék

6. oldal

a zarjel mellé szorzéul az els6 osztoul a masodik esetben.

Ha az van megadva a minek kiinn kell lenni, ennek vétessék elébb annyiadik emelete ahany a
gyokér jelben all, s ezzel tétessék az osztds vagy szorzas.

Példak.

J32a =4+2a

J100a2 —=25b =5v/4a> —b
2 2

\/a_+2a _ \/a +8a
4 2

Ja+b :\/a3 +3a’b+3ab’> +b’:(a+h)

Stb.

Ja+b bl vitessék ki szorzoul a lesz = \/E 1+ E
a



rvJa+b bél vitessék ki szorzéul a, gy hogy kiviil legyen a
6 oldal hata

tehat a gyokér jel alatt a” val kell osztani s lesz

va+b :a\/atb :a1/1+£2 stb.
a a a

3. Kivitel elegyes (emelés és gyokér) mutato alol
(ab)n =ar (b)n =a" (a—bj ’
a

m

ab™ o = a% :b%: ab‘lb%:b%
o <o " o)

Tehat marad a két szabaly egyesitése. T.i. a kivienddvel osztunk vagy szorzunk azon jel
tartalmat, s magat a kiviendét azon emeletre emelve, s azon gydkeret vonva beldle, melyek a
zarjelnél allottak. Irjuk melléje. Szorzoéul az elsd, osztdul a mésodik esetben

7. oldal

Tobb tagu képlet is kiigtathatd, s természetesen ugyanazon szabalyok szerint, csak ilyenkor a
kiigtatott képlet is uj zarjelet fog kivanni. PI.

(5a%=5b%) =(a+b) (5a—5b)’ vagy=(a—h)*(5a+5h)’

(2a% +2a%c> +2b%c’ —a‘ —b* —a* )" =(a+b+c)"

(a%b+a’c+ab? +ac’ +hc? +b’c—2abc—a’ —b* —c* )’

(A+ Bj" _(A+B)

m+n) (a+h)?

Szoros értelemben kivitelnek csak akkor nevezhetjiik az ily atalakitast, mikor az a mi benn
volt, ott lenni meg szlinik, mi latni valé hogy csak azon

7. oldal hata

esetben lehetséges, ha a kiviendonél a zarjel tartalmat, s tehat mikor ez tobb tagu minden
tagjat osztvan vagy szorozvan az a betli vagy egyéb szam, melyet kiviendiink 6szveontés altal
ki enyésztetik; de szélesebben terjesztve a kivitel fogalmat, s csak annyit értve rajta hogy a
kiviendd kiinn legyen — nem pedig azt is hogy benn lenni megszlinjék, ily értelemben
kivihetiink mindent még azt is a mi soha sem volt benne a zarjelben csak oszszuk a
kivienddvel azt mi benn van, vagy szorozzuk ha tetszik, s 6t magat az illetd emeletre emelve,
tegylik kiviil a zarjel mellé szorzoul az elsd, osztéul a masodik esetben.

PL. (a+b)™ bél vitessék ki szorzoul a



&. oldal

hattuli s osztanddjanak leli osztatabol szarmazott, mi csak anyi mintha szorzéja szoroztatott
volna, s 0sztdjan 1-eli hasonlé okbdl anyiszorta nagyobb és kisebb az eldlrdl szamlalva
harmadik a masodiknal, mint a hatulr6l harmadik a hatulrél masodiknal, s igy azok is
egyenldk. S atalaban — az eldlrdl s hatulrdl egyenld tavolsagra dszvesietd (kombinacio)
osztatai akdrmely szamnak, egymas koztt mindig egyenldk, de

c¢) Legnevezetesebb tulajdon, az ily dszvesietd osztatoknak, ezen szabalyban van kimondva.
Akarmely szam két egymast kdvetd osztatdnak dszvetei annyi mint az egygyel nagyobb szam
annyiadik 6szvesietd osztata, hanyadik vala a més kettd k6zol az utolso:

Példaban 10 nek negyedik €s 6tddik Oszvesietd osztata egylittvéve annyi, mint 11 nek 6todik
0szvesieto osztata, az az

10.9.8.7 N 10.9.8.7.6 11.10.9.8.7
1.234 12345 1.2.3.4.5

, mit a proba igazol is mert

&. oldal hata

10.9.8.7 210 10.9.8.7.6 _150 - 11.10.9.8.7 462

1.23.4 © 12345 1.2.3.4.5
s 210+ 252 =462
minek hogy igy kell lenni atalaban akédrmely szdmnak (m nek) akérhényadik (p—dik)
Oszvesietd osztata
m(m—-1)(m-2)....m—(p—1))
1.2.3...p

5

ugyanazon szamnak kovetkezo t.i. (p+1)dik dszvesieto osztata

pedig
m(m-I)(m-2)...(m—p) &
1.2.3....(p+1)

9. oldal

Potlékok s igazitdsok az Algebrahoz

Nyomtatas Pag 1.
Ezen lappal kezdddik az egész, s ezen elsd lapok szordl széra utananyomandok azok mik
mellette valo ??7?? ki htizva ????senek

(még ez a cim is: ELOZMENYEK — Tovabba: a ritkan nyomott szavak, s a diilt betiikkel
irattak, szintén ugy megtartandok. Egyébirant ezen lapokon szintigy mint az egész konyven
at — minden nemére ¢s formara a nyomtatasnak targyat szintigy mint stilust és orthogaphiat
illetéleg, neked Kedves fiam! Teljesen felhatalmaz6 szabadsag adatik ezennel komolyan €s
tinnepélyesen, s arra kéretel, hogy az egész kozlottet mint egy mar megvoltat

9. oldal hata

voltat, s uj kiadasban tetszés szerint hasznalandot ugy tekintvén igazitva is rajta valoban,
legkisebb zsenirozas nélkiil meglevén én gyézddve arrdl hogy a lényeges gondolatokban
csupa liires valtoztatasi viszketeg tégedet meg nem szallhat. S mar most kovetkeznek az
igazitasok ¢€s potlékok, melyek beirandok az itt feljegyzett lapokon, s a kiirt szamok helyére.



Pag 21 1).
De szintén ily beszédmoddnak még nehany nagyon nevezetes esetei fordulnak el6 a

10. oldal

Szamtan sajatsdgos nyelvében, melyekrdl s jelesen a tort szamokrdl s az ellenkezd
mennyiségekrdl majd magok helyén u.m. a szdmtan tropusi szakaszdban — mert ezen
beszédmodok valdsagos tropusok — magunk is tiizetesen fogunk értekezni, addig pedig mind
ezen nemeirdl a szamoknak hallgatvan, s csak az egész, és a kimondott egyrdl értetddd
szamokra szoritkozvan fogjunk hozza, sajat szamtani rendszeriink folépitéséhez.

8. A szamok tulajdonai stb

Pag 72.

2) Alljon tehat itt

AZ ALGEBRA S ANALYSIS rovid nyelvtana és szotara
§1

10. oldal hata

Pag 87 3) egy uj szamot alkotni 6szve, melyben az egyet tegye a szorzando, a szamot a
szorzonak szama. S még szamlalni hogy ezen egyben hany oly egy van melyben levének a
szorzando egyei.

Pag 88. 4) Zeroszor 6t forint pedig zero forint, mert ha 6t forint zero szammal vétetik abban
egy forint sem leszen.

Pag 100 s azon tul read biratik a nyomtatasbani fejtegetést valasztani egészben vagy
kivonatban, pl: a magaddal felvitt tanacsokat kovetni.

11. oldal

A tal irt jegyzetek kiterjednek a nyomtatott konyv végéig. Azutdn kezdddik a kézirat melynek
homlokara irand6 czimzetiil. S azt kdvetd ide irt folytatassal

Elméleti atalanos szamtan
(Algebra)
FElsoO szakasza

Kozértelmii szamtan

§1 Eldadasunk targya

Az elméleti atalanos szamtan elsd szakaszaban ugy tekintjiik a szamokat mint azok
legtermészetesebb, mesterkéletlen értelemben mutatjak magokat. Minden szam mely itt
emlittetik valosagos €rtelemben lesz véve, azon egyek szamjaul, melyek hoz-

11. oldal hata

z4jok kimondatnak vagy kiiratnak vagy barmiként kijelentetnek. S azon egyek akkora
szamjaul mekkora rolok kimondatik. Azok a beszédek melyekben az adossag és a vagyon egy
nemeének, az északra utazés a délre utazas egy esetének, a krajczar forintnak, a kupa vékanak



neveztetik, tulajdonképpen nem egyebek atvitt értelmii vagy trépusi beszédnék, melynek
fogalmaival és szabalyaival is megdsmerkedni sziikséges lesz, de ezt mi csak késdbbre,
elméleti szamtanunk masodik szakaszaban, a sajatlag Gigy nevezett tropusi szamtanban fogjuk
tenni, most pedig ez

12. oldal

Els6 szakaszban, ugy mint a kozértelmi szdmtanban, a dolgok és szamok kdzonségesen
bévett értelménél maradunk, s ha azt mondjuk pl. ,.tiz kutya”, ezen valdsdggal kutyakat s nem
juhokat, s éppen tiz kutyat nem fél kutyat fogunk érteni, mikor pedig szdmot mondunk
anélkiil, hogy egyét is hozzaja mondandk vagy oda értetni feltenndk, olyankor mindig azon
szamu akarmit akarunk értetni, s ha két szdm egybeadéasaval fogunk szolani, megjegyezziik,
hogy azon két szam alatt akarmit, csak mind kettd alatt ugyanazt az egyet kell értetni, miként

12. oldal hata
Ezt mar el6zményeinkben megjegyeztik volt a dik lapon.
§” Eldadasunk rendje. Lasd az irdsban tovabb

Alg 21 (iv) a 26 és 27§ kozzé

§27 Masodik nemii 6szvedntés 2) kapcsolattal az els6 rendiivel

Ennek az §szvedntésnek helye van két vagy tobb oly tagok koztt, melyeknek mindenikében
megvagynak ugyanazon kézos elemek, de ezen k6z6sokon kiviil vagynak még mindenikben
kiilon elemek is a tobbiekben vagy legalabb a tobbiek mindegyikében fel nem talalhatok, pl.
ezen

13. oldal

Ha mindebbdl kijon a negyedik, ha benne mindentitt helyébe d + 1/e — t tesziink mikor is ki
jon felsének edc + e + c alséul edcb + ed + eb + cb +1 s tehat az egész tort lesz
edc+e+c

edcb+ed +eb+cbh+1

mely megvizsgalas nyoman azonnal kimutatja hogy a mondott

edc+e+cC 3 (de+le+c
edcb+ed +eb+cb+1 (dcb+d+b)e+cb+1

is azzal meg kell egyeniteni?? kitlinik a kovetkez6 megfontolasok utan.
Ha a lanctortben eléforduld alsokbeli egészeket renddel elneveznénk ay, a,, as, a4, ... a, — nek

szabalylyal még ??7?, mint s hogy mindenkor

. ) F . F, F,. F
a kijovo kerekitett tortek pedig i,i,—3,... mar latszik hogy — = DETR bl hogy
A A A3 A Aag+A
F_Barh pomiono
A AagtA

4 4

Igy: Le} bdl lesz L} , ha Fras helyett F,| a, +L et s az alsoban Ajas helyett A,| a, +i et
A, A, a a
irunk tehat

13. oldal hata



i Fz[a3+1j+ﬁ Fz[a3a4+1]+ﬁ F,(a,a,+1)+a,F,
a

F . _ a, _ a, _ R@a,+h+a,F
B N,(a;a, +1)+a,N N,(a,a, +1)+a,N
A N, a3+i NN, a;a, +1 N, (&8, +)+a,N, 2(@a, +D+a,N,
4 a, a
- (ha,rRa +F, mar pedig 1évén mint lattuk Ra+kh B tehat
(N2a3+N1)a4+N2 AZ.a'3+A1 A3
14. oldal
F.a,+F . .
R _Rath Sz6rél szdra igy lehet bebizonyitani hogy
N4 N3.a’4 + N2
i = M ¢s hogy i = M s a 77?7 n akar mely szamot jelentsen lesz
NS N44a5 N3 AG NS.a‘6+N4
F Foa, +F, ., L P . ”
— =12 mj altal egy adott lanctdrtben rendre rendre mind inkébb kovethetd
An Nn—Lan + Nn—2

tortek egymas utdn egymdsboli kidolgozéasanak fonala keziinkben van.

§5 A lanctortek egymads utan kovetkezd becseinek figyelmesebb atvizsgalata
Ha egy adott lanctortnek egymasutan kovetkezd becseit szorosabb vizsgalat ala veszsziik, s
amelybdl

14. oldal hata

F . .
melynek nem —% vagy rovidebben X , t.i. magat az elsd felsd és elsd alsd melléktort nélkiil

teszen, azutan a 2* t mely kijon az elsé alsdhoz egy melléktortet ragasztva, (de annak

. . F F F
alsojahoz tartozo tovabbi nélkiil) melynek neve El vagy X, —= vagy X,. i vagy Xs......

A,

s atalaban F vagy X,.ugy talaljuk, hogy az egymas utan kovetkezd egybesietd tortek

valtogatva nagyobbak ¢€s kisebbek, az egész tort egész becsénél t.i. X, nagyobb X kisebb X,
nagyobb X3 ismét kisebb s igy végig X,,, mindig nagyobb Xy,+1, mindig kisebb a tort valodi
becsénél melyet a rovidség okéaért v-vel fejeziink ki, tehat X, > v, Xon41<v, mert akarmi
légyen az adott tort

PL .t hogy Xo v, itt i nagyobb az egész tortnél vagy vnél vilagos merthogy

4+ !
1
3+—1
24—
5

— ben az als6 mégis 4, kisebb mintha még adunk hozza valamit a tort



15. oldal

§ 113 II Miként eszkozoltetik az ellenkezd szamok altal, akarmely potldtarsazasi képlet
értelmesztése?

A fonebbi czikkben kifejtett magyarazat valamely szdmnak mas ugyanazon egyt szambeli
kivétele egyre megyen ki ugyanazon szdm ellenkezdjének hozzaadéasaval, akar 4 mérfoldet
vesz el 10 mérfoldbal, akar -4 mérfoldet adjak 10 mérfoldhez, mindegy lesz az eredmény, t.i.
mindig 6 mérfold, mert négyet egyszeresen véve marad 6, s keriild uton -4 et adok 10 hez, az
amabbdl le vont 4-et s maga is megsemmisiilvén marad ismét a masikbol 6

15. oldal hata

ily értelmes lesz az eset, akkor is mikor kisebb szdmbol nagyobb kivonando, mert ekkor is
ellenkezd egyli de oly szdmot advan ugyan ahoz, s mar hozza adésrol tudvan hogy az mi a
kivant kivonassal egy eredményti, s ez a nagyobb szamu ellenkezd a kisebb adott 6szvetet
egészen elenyésztetvén, s onmagdbdl is ugyanannyi szdmu elenyészvén, lesz az eredmény
maganak t.i. az ellenkezOnek azon része mennyivel szama nagyobb volt az adott 6szveténél. S
ezekhez képest akar az adott 0szvet akar az adott potlotars legyen nagyobb a masik ereditdnél,
mindenik esetben a kivonas két ellenkezd szam 0szveadasava valtozvan altal, minthogy az ily
Oszveadasnak mindég van értelmes eredménye, lesz hasonlé eredménye akdrmely két szam
egymasbol

16. oldal

Differentialis calculus alapvonalai

§1, Hatarok Ha f(x) ~ h és F(x) ~ H stb

1.) f(x)+ F(x)~h+H

2)) fx) +Fx)+gx)+....~h+H+g+ ...

3) A+f(x)~a+h

4.) (a+fx)+(b+Fx)+(c+gx))...~a+b+c+...+th+H+g+ ...
5) af(x) ~ ah

6.) f(x).F(x) ~h.H

7.) f(x).F(x).g(x)... ~h.H.g...

8.) f(x)* ~h*
9. f(x)-F(x)~h—H
0y 100 h

F(x) H

11)  g/f(x)~h

12) fix)—a~h-a

13.) a—-f(x)~a—h
f00_a

14.) — stb stb.
a h

§2 Alapkérdéstargyban

f(x) = X;

Hamarx=alesz f(a)=A
Hax=Dblesz f(b)=B
Tehat



16. oldal hata

—2_5 Z?Vagyw:? vagy levén a>b, és pediga=b +istehata—b=1,
: ?
§3 A £6 esetek

1.) Ha f(x) = x";
2)) Ha f(x) = m";

3)  Haf=x=Ix S@+HD=F0O)

?

4.) Ha f(x) = sin x;
5) Ha f(x) = arc.sin x

I. Ha f(x) = x"; tehat
f(b) =b"™;
f(bH) = (b +1)™ = b" +?b”“1i +—m(;“2_1)bm—2i2 -

_ f(b)+i(mbm‘1)+i2(mbm‘2 LM =DM =2) sy +j
12 123

I1.) Ha f(x) = m"; tehat
f(b) = m",

_ _ _ 212 313
f(b+) =m"" = m’m' =m".e"™ = m" 14ilm+ ! m,! ! M, |=
1.2 1.2.3

i2’mm®  i’IPmm® [’mm® . il*mm®

m® +ilmm® +

o= f(b)+i(|m.mb)+i2(

+
1.2 1.23 1.2 1.23

17 oldal

II. Ha f(x) = Ix; tehat
f(b) =1b
1 .,

) ) ) 1. 1.
f(b+1) = 1(b+1) = 1(b(1+l/b)) = Ib+E| _le +§| e

= f(b)+i(lj+i2 I - +
b 2b*  30°  4b*t T

Iv. Ha f(x) = sin x, tehat

b? b’ b’

+ - +....
123 12345 12.7
(b+i)3+ (b+i)°
123 12345 °
b+i-(b3+3b2i+3bi2+i3)$+(b5+5b4i+10b3i2+10b2i3+5bi4+i5).

filb)=sinb=b-

f(b+i) = sin (b+i) = (b+i)—

1

1.2.3.4.5



b3 bS 2 b4 b6
b- + — i 1 ——+ - +o |+
1.2.3 12345 1.2 1234 1.2..6

(b i b bi?
+17 | ——+ — e — + veee— — . | =
12 1234 7123 12347 1234
3 H 2 =2
_ f(b)—i(cosh)y+i| — D420 _ 1 20 bt
121234 7123 12347 1234

17. oldal hata

1.x> 13X 13.5%
+ +
23 245 24.6.7
1b® 1.3b° 13507
+ + +
23 245 2467
- 3 - 5 - 7
1.(b+1) +1.3.(b+|) +1.3.5.(b+|) .-
2.3 245 2.4.6.7

V. Ha f(x) = arcsin x = X+

f(b) =arcsinb= b+

f(b+i)= (b+i)+

bi+ (b +3b% +3bi2 +i3)2i3+(b5 +50% +100%° +10b%° + 5bi +i5).2lT35—...+

b 1.3b°
+

+
23 245
(. b* 13b*
+if 1+ —+ +. |+
2 24

~ (b 23b° 335b°
+if =+ + +.. =
2 24 246

fo) il L |y By 2307 3350°
Jipr ) 27 24 246
1 B
=1_b2 2 =
1-b* ( )

13
22
1.2 1.2

b? 1.3b* 1.3.5b°
+ +

=1+—++
2 24 24.6

* Jegyzet: Minthogy =1+%b2 +

18. oldal

Tehat atalaban
x™, m", Ix, sin X, arcsin x nél
f(b+i) = f(b) + i.C + i’D, igy



f(b+i)—f(b) _ f(b)— f(b)+iC+i’D
[ [

C+iD ~ C vagy

f(b+i)—f(b)

— C vagy

=C+iD; éshai~0ugy

f(x+|?— f(x) ~C vagy
|

f(b+d(;2— f(b) ~C vagy

fb+Ax)— T (b) ~C vagy jeldlve
AX

f(b+Ax)— f(b) _ (%)
AX

F’(x)=C;sigy

1) f(x)=x"nél, C=Ff(x)=mx"";

2.) f(x) = m*nél, C = ’(x) = m“Im

3) f(x)=Ixnél, C=f(x)=1/x

4.) f(x) = sin x nél C = *(x) = - cos x (hiba)

1
5.) f(x) = arcsin x nél; C = '(x) =
V1-x?

**Jegyzet: dx, Ax mint szorzat csak jelolés
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f (+dx)— f(b)
dx
f(x+dx)— f(x)~ f'(x)dx (differential)

d(f(x+dx)-f(x)) = £ (x)dx

~ f'(x) (differentialis quotiens)

¢és igy
L. dx™ = mx™" — hidnyzik a dx
I dm”* = m”*.Im.dx
I1I. dlx = ldX = %
X X
IV. d sin X = cos x.dx
V. d arcsin x = d

1
dx = ;
V1-x? V1-x?
§4. Oszvetett képletek differentialjai.
1.) d(F(x) + f(x)) = dF(x) + df(x) PL
d(x™ + Ix) = dx™ + dIx = mx™'dx + dx/x
2)) d(F(x) — f(x)) = dF(x) — df(x) = F’(x)dx — f*(x)dx
3) d(F(x) + f(x) — ¢(x) + O(x) + y(x)-...) = dF(x) + df(x) —do(x) + O(x) + y(X) -...=
f(x)dx + (x)dx — @’ (x)dx + ....
*Jegyzet: d jeloli e szot: differential

19. oldal



5.) d(p.f(x)) = p.df(x) = p.£ (x)de pl.
dpx™ = pmx™"'dx

6. d(wj Lt = 10
p ) P p

7.) d(fix).g(x)) =?

d(f ().9(0) _ f(x+d).g(x+d)-f(x).9(x)
d d

f(x+d) = f(x) + df’(x) + d*P ¢és

G(x+d) = g(x) + dg’(x) + d°Z tehat

Levén pedig

fixcrd).g(x+d) = f(x).g(x) + £(x).g(x) + g°(x).f(x) + d’R; ebbdl
F(x+d).g(x+d) - f(x).g(x) = P (x).g(x) + £ (x).f(x) + &R, végre

f(x+d).g(x+d)—f(x).9(x) _ = £(x).g(x) + g’(x).f(x) + d’R melyik ~ = £(x).g(x) +

d

g’ (x)-f(x)
Tehat
d(f(x).g(x)) == f(x).dx.g(x) + g’(x).dx.f(x)
vagy nevezve f(x) =y és g(x) =z
dyz = ydz + zdy; vagy nevezve yz=v

dv dz dy
_ ==

v oz y

dv =ydz + zdy;
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8.) d(f(x).g(x).h(x)) = ?

Nevezve {(x) =y; g(Xx) = z; és h(x) = v; yzv =w;
dw = d(yz.v) = vd(yz) + yzdv;

d(yz) = ydz + zdy, és

vd(yz) = vydz + vzdy, tehat

dw = vydz + vzdy + yzdv; vagy

dw dz dy

—=—+— +d— e szerint
w z Yy Vv
d(f(x).g(x).h(x)...... )=d(yzjv....)=
dw = zjv...dy +yjv....dz + yzv...dj + yzj...dv + ...
dw dy dz dj dv

Wyzjv

8.) df(x)" = nf(x)™" dx

9) d—= Foo _ = ? nevezve f(x) =y; g(X) = z; és l:V
9(x) 5

Min¢l fogva y = zv, és dy = d(vz) = vdz + zdv, tehat
dy vdz

dv=—"2L-""_5
Z z

dv:dlzﬂ_ ydz  zdy - ydz

z z 7° z*



20. oldal

a" +?am‘lb+m(m—_l)am‘zb2 ...

Melynek igazsaga viszont a 3.) alattinak igazsagara hagy vissza kovetkeztetniink.

1 - 1 1

Lo LT A ke, .
4) (a+b) m=a ™ +Ta mpht——]——- lla™ b”+... hiba a harmadik tagban

1\ m
mert((a+ b)_m) =(a+b)" =(a+b)' =a' +%a°b+%alb2 +..=a+b
melyel 4.) van igazolva

m
5)(a+b) "=arn +T”a”1b+—m(—m—lja”2b2 +...
nl n

((a+b)‘r:j "=@+b)™ =(a+b) =a' +%a0b+%a_lb2 +..=a+b

Minek igazsaga magéanak 5.) nek igazsagat foltételezi.

Ez igy az ugyanazon egyliség megszorito foltételétdl megszabaditott, vagy kiilonb6zd egytli
szamtan hajlékonysaga az az: az algebrai formulaknak a legkiilonb6z6bb nemii szamokra
egyirant kiterjedése, ki van mutatva a binomi tannak, az algebra eddig atvizsgalt mezején
eléfordul6 formulak legbonyolultabbikanak példajan.

Ezen itt eldadott fejtegetés is igazolja azon szélesen terjedd s a kiilonb6zd egyli szamtan
1étezése is bévett eszméi altal
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altal lehetdve valt szabalyossagok, miszerint azon szabalyok és igazsagok, melyek az
ugyanazon egyll szamokrol bebizonyittatnak, rendszerint hogy ne mondjuk: mindig ??7?
illenek és igazak maradnak a kiilonb6z6 egyli szamok altal teremtett szamokat illetdleg és
ebbdl foly azon nevezetes kovetkezés, hogy a kozértelmii szdmtanban, az egész Algebranak
Iényege benfoglaltatik, s az ott el6adott igazsagok (mint a binomi tan példaja is mutatja)
szintugy kiterjednek a kiilonboz6 egyti szamokra is. Ambar azt hogy ez kivétel nélkiil igy van,
épen minden lehetd esetre kiterjesztve, allitani nem merjiik, részint azért, mert azt
ellenvetésen feliil bebizonyitni nem volnank képesek, részint mivel egyes példak egyszer is
masszor is kimutattak, hogy ezen allitishoz némi megszorito feltételek csakugyan jarulhatnak.



