1 oldal

Midén a felsobb egyenletek tana folytatodik, akarhanyadik rangu ily egyenletnek ( ha
szamszorzoji reguralisok) fololdasara it mutatast adni szdndékozunk: a mar régebben
elmaradottakhoz még némely elézményeket kell potolnunk a kovetkezendékben.

1. Hogy (x +a)(x +b)(x +¢) ...=x"+ Ax"' + Bx"?+ ...+ V

2. és hogy ha x" + Ax™" + Bx"? + ...+ V=0 tgy

3. —a, -b, -c ... ezen egyenletben x nek bocsei, x+a, x +b .... pedig az egyenlet els6
felének osztoji, az mar rég tudva van, de hogy megforditva, akarmely x" + ox™" + px"> + ...
+ o = 0 adott egyenlet balfele, melyet bizonyos x + h, x +j, x + f, .... alaku szorzo6tarsakbol
nem mi szerkesztiink dszve, szintén még is folbonthatd ily szorzoétarsakra, jelesen anyira
hanyadik rangu maga. S kovetkezbleg hogy akarmely (normalis alakra viszszavitt) fels6bb
rangu egyenletben van x szdmu meg adhato becse nyilvanos szamban — ez is igaz ugyan, de
kielégitdleg csak a legujabb id6kben bizonyittatott be jelesen Gauss és Cauchy altal — Mi ez
utolsonak egyszeriibb bizonyitasat adandjuk alant, addig ily nevek tekintetére elhissziik az
allitmanyt, minden beldle foly6 kovetkezményekkel
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kovetkezményekkel egylitt, milyenek (vagy mar szokkal mondva ugyanazt fejezik ki)

a) Minden egész szamszorzoju egyébarant akarhanyadik rangu algebrai képlet, elsé s
masodik szinten egész valo (realis) szamszorzdju szorzoétarsakra bonczoltatni. Ez pedig

b) csak egyképpen, vagy

c) egy ily képletbdl alakitott egyenletnek nem lehet tobb x becse, mint a hanyadik rangu
stb.

2. Allvan tehat ezek szerint igaznak, hogy minden esetben

I II
XA HAXT L 4+A, = (xta)x+b)...(x+V)
tegyiik kérdésbe ezt: mi képlet jon ki I helyett, ha [I-ben mindenik szorzotarsat ugyan azon
szammal megnagyobbitjuk ( v. kisebbitjiik) — a az a mi kijon, miben fog kiilonbozni I-t61?
Algebrai nyelvem szoélva.
(xt+at+m)(x + b+m)(x +¢ +m) . . (x + v+ m) = ? Mi ez a felelet. Szembe 6tldleg kettds lehet
u.m.
a) Ha a fonforg6 szorzotarsbeli harom harom tagot igy osztalyozzuk két kis csoportban
[(x + m)+ a][(x + m) +b]...[(x+m)+v]sI-ben minden x helyett (x + m) et teszilink, ugy is
az 1j szorzat jon ki
x+m)"+A x+m™ +Ax+m)™ . LAy 1)
b) ha pedig ugyanazon szorzétarsakat igy osztalyozunk
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[m+(xta))]m+x+b)]m+(x+c)]...[m+(x+vV)]
S ezeket egymassal szorozzuk ki jon, miként tudva van



+X+a +(x+a)(x+b)
+X+Db +(X+a)(x+c)
+X+C
m" + m"! m"? +...(X+a)(X+b)(X+C)...Xx+V) 2)
. +(X+b)(x+c)
+(X+b)(x+d)
+X+V

Hol m"-nek szamszorzdja = 1

m™" .... Szamszorzodja (x+a)(x+b)... egy szoval az L. beli szorzotarsak Sszvete sav alakban
m"? — nek szamszorzoja nem egyéb mint a mar emlitett eredeti szorzotarsak p-szamu
combinatiojinak vagy rovidség okaért ezen Oszveteket C;, C,, Cs .. el jelelve, 2) lesz anyi mint
m"+ Cim™ + C;m™ ...+ C, 3)

vagy forditott renddel irva

Cp+ Cpm + Cpom® + ....m" 4)
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S mivel 1) éppen azon szorzok szorzata mint 2) tehat
1)=2)=3=4)—vagyis

x+m)"+A x+m™ +Ayx+m)™?.... Ay = Cy+ Coym + Cpom® + ....m" 5)
Vagy ha (x + m) nek ezen egyenlet elsd felében kiilonbdzd emeletét kifejtjiik (binomi tan
szerint)

X"+ Ly erx”‘zm2 fotm”

1 1.2
+ AX™ +—nl_1 AX"m +—(n—11)(2n—2) AX"m? 4.+ Am™
+ A X" +_n;2 A X" m +—(n _21)(;_3) Am?+. ..+ Am"?




X" Exn‘l n(n—_l)xnfz
1 1.2

+AX" n-1 . ., (M-D(N=2) . .4

+——AX" L AXT
+A X" 1 A 1.2 A

ml+ N-2 hsim+, (N=2)(N=3)  atm*+..+m" =
+—=AX T AKX
1 & 1.2 A

FA . .

+A, +AL
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=Cym” + Cpym + Cpom® + ... +m" 6)
S ennek az egyenletrdl egyik nagy alapigazsag szerint

I II
X"+ A"+ A+ L FA, = C, mitkiilénben is tudunk
nx™" + (n-1)A X" + (0-2)Axx™> +...+Ap + 0 = Co1
nn-1) ., (M-D(N-2) , .5 (N=2)(N-3) \ w4

X0+ XA X . +0+0=C
12 1.2 A 1.2 A A i
N(=D(=2) s, (1=DM=2)N=3) 5 os (1=DO=3O=4) ) s
1.2.3 1.2.3 1.2.3

Ezen egyenletekben az I és II ala esd képletek renddel

a) A felsé sorban I alatt az altalunk felvett képlet, mely akarmely ily szorzonak kozképe,
II alatt, azon szorzoknak, melyeknek szorzata I alatti, anyidik szam combinatioja hanyan
vagynak, tehat azoknak szorzata - miként kell is

6) Masodik, harmadik sorban, stb sorokban I alatt uj uj x-es képletek, melyek k6z61 mindenik,
meg el6z6jébdl nagyon szabalyosan le szarmaztathatd, mert ha akarmelyik tagot akarmelyik
képletben szorzunk a benne levo x emeletmutatojaval s osztunk anyi x-el hanyadik sorban
maga all ki jon a kovetkezd
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Fi(x) = Ca

Fa(x) = Cq2

Fn_l(x) = Cj=atbtct...+v

Fu(x)=0

4. Vajon ha kérdjiik mi kiilénbség van
xt+a)xtb)(x+tc)....x +v) = F(x)

€s
(x-a)x-b)(x-c)......x - v) = f(x) kozott



A szorzas legegyszerlibb szabalya kovetkeztében egyszerre felelhetjiik hogy a,b,c,...,v
kiilonb6z6 rendli combinatidit 6szvetét Cy, C,, C3, Cy—el jelelve lesz

F(x)=x"+ Cix™' 4+ Cx"? + ....C, ellenben

f(x) =x"- C;x"" + Cox"? + ... £C, a szerint mint n paratlan vagy paros szam

¢s mivel F(x) egyenletben x becsei ezek —a, -b, -c, ...-v

f(x) ben ezek +a, +b, +c, ...+v egyszerre foly, hogy ha akdrmilyen F(x) egyenletben a paros
helyeken all6 szamszorzok eldjegyét megvaltoztatjuk, egy oly egyenlet all elé melyben x
becsei ugyanazok ugyan szamban de mind ellenkezdk eldjegyben
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kettéveli osztas nélkiil, annak ismét elsd leszarmazottjat harommali osztas nélkiil. S igy
tovabb annak folytonoson mindig csak elsd s ismét els6 leszarmazottak egymast kdvetd sora
neveztetik, az alapképlet leszallitottjainak, s tehat az alapképlet elsd leszarmazottja s elsd
leszallitottja kétakkora, mint masodik leszarmaztatottja, harmadik leszallitottja kétakkora mint
ugyanannak harmadik leszarmaztatottja s igy tovabb. A leszarmaztatottakat feliilrdl irt s
harman tul romai szammal jelelt vonasokkal szokas a leszallitottaktol megkiilonbdztetni pl. x,
X, X7, x”77, x'"Y stb mig F(x), F’(x), F’(x), F”’(x), FV(x), stb.

Latni valo a fonebbi jeleknek szabalyabol, hogy ugyanazon F(x) et illetdleg

L.LF,(x)=1.F'(x) L.LF,(x)=1.F'(x)

1.2.F,(x) = F"(x) FJX):%
J— m = F”'(X)
123R00=F"00  F(0==——2

1.2.3.4.F,(x) =F" (x) F4(x):%§x4) stb

Mely jeleléseket hasznalva tehat a fonebbi 7) szam alatt béfoglalt egyenleteket igy is irhatjuk
le
F(x)=C,
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Fz(X) = Cn_1

Frix)=Cy=a+b+c+...+vVv
F(x)=0

3. Végre ha kérdjiik, mi kiilonbség van
x+a)x+b)(x+c)....x + v) = F(x)
és

(x-a)(x-b)(x -c)....(x - v) = f(x) kdzott

A szorzas legegyszerlibb szabalyai kovetkeztében egyszerre felelhetjiik, hogy a, b, c, ..., v
kiilonb6z6 rendli combinatiojai dszvetét C, C,, Cs, ..., C, el jelelve lesz
F(x)=x"+ Cix™' 4+ Cx"% + ... + C, ellenben



F(x) =x"— C;x"" + Cox"? + ... + C, aszerint mint n paratlan vagy paros szam, és mivel F(x)
egyenletében x becsei ezek —a, -b,-c, ....—Vv

f(x) ben ezek + a, + b, + ¢, ....+ v egyszerre foly, hogy ha akdrmely F(x) egyenletében a
paros helyen all6 szdmszorzok eldjegyét megvaltoztatjuk, egy oly egyenlet all el¢, melyben x
becsei ugyanazok ugyan szdmban, de mind ellenkez6 eldjegyben
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Le szallva mas adott egyenletek fololdasara itt

1) Legeldbb is azt a megjegyzést teszsziik hogy némely egyenletben mint mondani
szoktak — x nek tobb egyenld bocsei — vagy miként mondani kellene x nek tobb egyenld
alkotoji (binomi 0sztdji) lehetnek, melyek az egyenlet rangjat ok nélkiil nevelik, s az ily
egyenl6 alkotok mindenike - egyen egyen kiviil — kiigtathatd 1évén az egyenlet alabb
szallithat6 s igy konyebben fololdhato lesz. Ez pedig meg esik a kdvetkezd érdekes allitmany
nyoman

Ha x ben akar egyik akar tobb alkotok is tobbszordsen fordulnak elé ugy X és X nek kdzos
osztojuk ??7?7? vagynak, s ha ezek kozol a legnagyobb kdzds osztoval osztjuk X et egy oly Y
jon ki osztatnak, melynek alkot6ji éppen azok mint X €, de mindenik csak egyszer véve
A bébizonyitas nagyon konyen foly a fonebbiekbdl, ugyanis minden
X=Ci=xt+ax+tb)(x+c)...x+V)
Xj=C=x+b)x+c)(x+d)...(x+Vv)

+(xta)x+tc)x+d)...x+v)

+(x+ta)x+b)(x+d)...(x+vV)

+ (x+a)(x +b)(x +d) ... (x +])... vagy
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masként irva

Xy = X + X + X +....+L
X+a Xx+b Xx+c X4V

Hogy ha ama feltétel szerint, X-nek alkotdji kozott akarhogy egy vagy tobb rendbeli egyenlék
fordulnak elé¢ pl. a=b=c=d, k=1=ms egyik csoport egyenlék szama p a masiké q lesz
egyfeldl

X=x+al.(x+k)T... (x +t)(x +u)(x + v) vagy masként irva

X=x+alx+k) ... (x+a)x+b)x+c)..(x+t)x+u)x+V)
Hol latni val6, hogy a zarjelek utdn, mindenféle alkotobol eléfordul egy egy, de csak is egy,
masfeldl ezen esetben lesz

X X X
Xi=p +q + +....+
X+a X+k X+c X+V

=x+a)l'x+k) T x+K)(X+ t)--(x +V).p
+(x+a)l ' x+k) ¥ (x +a)x + t)----(x +V).q
+(x+a)P (x+ k) (x + k)X + )X+ u)-—(x T V)

itt hibas (Sz. Gy.)

Fx+a)P (xR (x + a)(x + KX+ (X + ) p



Vagy
(x+Kk)(x+t)----(x +v)p
+ (x +a)(x + t)--—--(x + v)q
X =(x+af'x+k)T.  +(x+a)x+k)(x+u)---—-(x + V)

+(x+a)x +k)x+t)---(x+]))
Kovetkezoleg
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(x +ay (x +k) ¥ 1) kozos még pedig legnagyobb osztdja X nek és X nek, van tehat kozos
osztojuk és 2) barmely nagyobb kozos osztoval osztjuk X-et, ki jon

X
(x+a)" " (x+k)*!
ugyan azok mint X nek, de minden csak egyszeresen, s tehat Y = 0 nak x becsei ugyanazok
mint X nek
Mibdl ez a szabaly kovetkezik: Az adott egyenletben, mint alant eléfordulhato tobb egyenld x
becsek kienyészetésére X bol szdrmaztassak le X, kerestessék ki X, X, legnagyobb kozos
osztojat: ezzel osztatjak X, ki jon egy oly képlet Y melyben nem fog hidnyzani, de
foloslegesen sem tanaltatni egyik X beli alkoto6 is, tehat Y = 0 egy oly egyenlet ( pedig alsobb
rangu) mely feloldatvan X-nek minden becsét megadja.
Ha mar csakugyan tudni akarnok (mert egyébarant véve is sziikség van) hogy X ben mindenik
alkotd hanyszor ismételten fordul elé a volt kdzds osztoban = K ezzel szintén ugy tehetiink
mint eldbb X el, az 0j kdzos osztd K, vel 777? s igy tovabb mig az is ismétlett becsek is mind
ki jonnek. Gyakorlési probat lehet tenni a kovetkezo egyenleten
X~ x*—10x* + 8x* + 32x — 16x - 32 =0
(mely most mar csak rational becsekkel birolag van valasztva)

=Y =(x+a)(X+b)(x+c)...(x +V) vagy is egy oly képlet melynek osztdji
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2) Miutan mar ezen szabaly szerint — az egyenld becsek feleslegét egyenletliinkbdl
kiigtattuk — s igy az eléttiink fekvé munkat megkdnnyebbitettiik.

Els6 kérdés: Van-¢, vagynak-¢ a féloldando egyenletnek rationalis tehat egész szamban 6l
oldasa. Ezt mar tudva 1évé moddal megfejtvén, s a netalan tanalt igy bocsoket osztas altal
kienyésztetvén, végre is jutvan (meg sokszor legeldszor is tanalnak) oly egyenletre melynek
mar tobb rationalis x becsei nincsenek, hanem vagy a) irationalis vala b) ezek mellett s ezek
nélkiil imaginarius becsei. Gyakorlati alkalmazasnal ezek az a) alatti rationalis adatokkal mi is
figyelmiinket f8leg azoknak ki keresésére forditjuk —

A kovetkez0 rész athuzva

1) Van-¢ a feloldand6 egyenletnek (irationalis ugyan de) valos x becse, azt mint tudjuk,
bizonyos esetekben maganak az egyenletnek rangja, s x nek tagjanak eléjegye elarulja 1.
bizonyosan ¢és mindenesetre van, ha rangja paratlan szamu, s szintén van ha rangja paros
ugyan, de X tlen tagjainak eldjegyei (-). Azonban lehet még ugy is ha ezen 6szvetehetd ???
jegyek hianyzanak Pl. ezen egyenletnél x* — 8x* + 15 =0

7 oldal

(Folytatas az egyenletekrdl mely M .... Ez el6bb kiadva volt irat végén elkezdett 1) szamnak
nem utdna hanem annak kitorlésével helyébe jon, mint hogy ott oly igazsagokra tortént



hivatkozas melyek szoval ugyan el voltak mondva, de papiroson leirva nem. Most pedig,
teljesség tekintetébdl ide csakugyan bizonyittatnak

1) Van-¢ a fololdando egyenletnek irrationalis ugyan de val6 becse (melyekrdl mar
szazszor ismételtiik hogy alkalmazéasban épp ugy hasznaltuk mint a rationalisok). Ennek
eldontésére eddig elé csak egy vezérelv van feltandlva abbdl allo — hogy (egyszeriiség
kedvéért az adott egyenletbdl, adva rationdlis becset, s a tobbszords egyenld becseket is ha
lettek volna kienyésztetve tevén fel). Van igen is irationalis valo becse az egyenletnek és csak
akkor van, ha benne két kiilonb6z6 szamot helyettesitvén x helyében, egyik helyettesitése 0
nal nagyobb az az + eldjegyii, masik 0 nal kisebb mar — eldjegyli szdmot ad eredményiil; ezen
eset hogy éppen 0 lesz az eredmény — (mikor aztan a helyettesitett szdm maga volna egyik
keresett bocs), azért nem fordulhatvan el¢, minthogy {6l teszsziik, hogy az ily helyettesitési
préba mindig rationalis szdmmal torténik, ilyen mar nincs az adott egyenleti képlet bocsei
koztt f.t.sz. —
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Ezen alap jelleg értelme €s igazsaga, szem elébe tiintetdleg legegyszeriibben igy
vilagosittathatik fol.

Ha egy egyenletben, x helyébe kiillonboz6 szamokat + vagy — eldjegygyel helyettesitiink, az
egyenleti képlet becséiil, kiilonboz6 szamok jonnek ki. Pl. levén az egyenlet x* + x* - 10x> +
4x + 24 =0 az egyenleti képletnek ( az egyenlet bal felének) melyet most roviden f(x)-el
jelelve, becsei lehetnek

Ha x=0 f(x)=24 ha x=-11x)=18
x=1 f(x)=12 x=-21(x)=0
x=2 f(x)=0 x=-31x)=0
x=3 f(x)=30 x=-41f(x)=12
s véve a tort becseket is
Ha x=%f f(x) =19 1/16 x=-1/2 f(x) =23 7/16
x=1% f(x)=41/16 x=-1% f(x) =9 3/16

x=2"% f(x) =6 3/16 x=-2%  f(x)=-51/16
N x=-3%
g

fix)=2211/16
Ezen x kiilonb6z6 becseinek megfeleld kiillonbozo
egyenletképlet becseket, szem elejébe tiintetdleg ki dbrazoljuk
fel nincs két sark egyent s azokon altarokul az x fol vett becsét,
feltarokul az f(x) kijott megfeleld becsét kimérvén és rajzolva
(a + és a— értelmére jol figyelve) s végre a feltarok végét
folytonos vonallal ( mely gorbe lesz mihelyt az egyenlet egynél
magasabb rangu) egybe kotjiikk — miként itt lathato.
Az egyenleti gorbe - miként nevezik - majd kozeledik az altar
egyenhez majd tdvolodik tdle, s itt harom helyi talalkozik is
vele, mert a feltarok f(x) nek becsét abrazolvan, ott hol f(x) = 0,
az az a gorbe azon altarnal taldlkozik az altar egyennel, mi
kétféleképpen torténhetik meg.
1) atvagodlag mint itt — 2 nél és — 3 nal, mi azt hirdeti, hogy
a— 2 és — 3 becse x-nek, s az ezek koztt felvett szamok f(x) et —
becscsé valtoztatjak —
) érintdleges a mint +2 nél, ami azt jelenti hogy itt két

bdcs, f(x) =0 val

{
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valtoztatok, nem bizonyos tavolsagban allanak egymastol mint — 2 €s — 3 nal, hanem egyiivé
esnek, az az egyenldk, s tehat az egyenletnek két egyenld becse vagy jobban mondva két
egyenld szorzotarsa van u.m. itt (x — 2)(x — 2) mi igaz itt. E szerint latni valé hogy minden
atvagas egy egy kiillonbozd vald bocsét, minden érintés egy egy par egyenld s szintén valo
becset foltételez, s jelel ki. S tehat minden egyenletben, ha egyenleti vonaldnak atvagasi
szdma = p, érintési szdma = q, valo gyokerei szama = p + 2q
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(ha csak a kiilonbozdket akarjuk szamlalni, gy csak p + q), ha tehat az egyenlet magasabb
rangu p + 2q nal tigy a tobbi x — becse ( melyeknek szama csak paros lehet) mindig képtelen
képletek, melyek az egyenleti gorbének az altar egyenneli nem ezen taldlkozésaban vagynak
elburkolva. S ha egy egyenleti gorbe az altar egyennel teljességgel nem talalkozhatik, ugy
annak csak képtelen x becsei vagy képtelen binomi alkotdji lehetnek. Ilyen pl. ez az egyenlet
x* —4x + 5 =0 melyben, mint konyii atlatni f(x) nek csak + eléjegyti 0 nal nagyobb bdcsei
lehetnek, tehat egyenleti gorbéje az altar egyenest nem is metszheti, anal inkdbb rajta &t nem
vaghat, minél fogva ezek egyenleti gorbének csak ily alakja lehet

) Ll

Az emlitett jelényt??? tehat alapul téve vilagosak a kovetendok. (mindig a szabalyos alakba
rendezett egyenletben)

1° Minden pératlan rangu egyenletnek van legalabb egy valo becse — mert akarmely egyenleti
képletnek — és alap alakja levén ez

X"+ AX" +Bx"?+ ... L=

x”(l+é+E2+...+Ln)
X X X
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Ezen utols6 alakjaban tekintve az adott képletet, latjuk hogy az két szorzotarsbol alakul
melyeknek egyike x" ; ez tehat x helyett + eldjegyli, nagyobb szamokat téve ~ oo az az
akdrmilyen nagy, és pedig + el6jegyli, bocse + nak mondhatik. A masik szorzétarsban vagy
alakitoban, melyet rovidség okaért q(x) el jeleliink, az els6 tag +1, ez valtozatlan, a tobbi
tagok pedig akar + akar — el6jegyti volt legyend az mint x ért helyettesitiink ennek
novekedésével hatar nélkiil kozeledik a 0 hoz egyenként is s tehat 6szvedntve is, s
kovetkezdleg maga q(x) mindkét esetben - hiany szerint kdzelithetd + 1 hez.

Ezt elére bocsatva

1) Ha az adott f(x) utols6 ( vagy x etlen) tagja + eldjegyti, O t helyettesitvén x helyett,
f(x) becsétl ki jon +L, tehat 0 nal nagyobb, ellenben - a t t.i. - eléjeggyel akkora szamot



helyettesitvén mely q(x) + 1 hez anyira kozelitévé teszi hogy becse legyen > 0, s tehat +
eléjegyli, minthogy — és + szorozva egymassal — eredményt adnak, lesz f(x) becse ( - a
helyettesitésével) = - M a kdvetkezoleg 0 és - a kozott van f(x) = 0 egyenletnek legalabb egy
val6 becse, ¢és az — eldjegyli.

2) Ha az adott f(x) utolsé tagja —L ugy 0 helyettesitésével kijon —L, ellenben a sziikséges
nagysagu + a helyettesitésével kijon + N f(x) bocséiil s kovetkezdleg ezen esetben 0 és + a
kozott van legalabb egy vald becse f(x) = 0 nak,s igy tehat akar + akar — eldjegyti legyen f(x)
utolsé tagja, mindenik esetben lesz az adott egyenletnek legalabb egy valo becse - eldjegyii
ha amaz utolso
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tag +, + eldjegyli ha az utolso tag -, s tehat mindig ellenkezd eléjegyti az f(x) utolsé tagjaval.
Péros rangu egyenletekre hasonld modon tudva ily ataldnossagban azért nem allhatik, hogy
azokndl x" ben, x helyébe akar + akar — a - t tegyiink, minden esetre + a" jon ki s ezért

3) paros rangu egyenleteket illetéleg egyéb a szabaly, nem ez. Paros rangu egyenlet
melynek utolsé (x etlen) tagja — el6jegyti legalabb két vald bocscsel bir, egy +a val és egy —b
vel, az az el¢jegyben ellenkezdkkel. Mert 0-at tevén x helyébe lesz f(x) = f(0) = -L, elég nagy
+a-t helyettesitvén lesz f(x) = f(+a)= + M, szintén elég nagy — a-t helyettesitvén lesz f(x) = f(-
a) =+ N, s igy az alapelv szerint, egy valds bocse van az egyenletnek 0 és +a, s egy mas 0 és
— a kozt.

3) Nem art megjegyezni itt egy ????féle esetet, mind az 1. mind a 2. pont alattiakra
kiterjedot, melyekben t.i. mar lattuk, hogy — L i egyenletnek akar paratlan rangt legyen az ( 1
szerint) akar paros (2 szerint), mind két esetben van legalabb egy + el¢jegyti valo becse.
Mihez itt azt a potlékjegyzést teszsziik, hogy nincs is tobb egynél (t.i. + eldjegyli vald becse)
ha a —a t megeldz6 tagok mind + eldjegyliek, vagy a megel6zo is — de az azt megel6zék mind
+ el¢jegytiek. S igy tovabb vagy atalaba, ha f(x) eldl akarhany folytonosan csak + s ezeket
kovetdleg ismét folytonosan csak - el6jegyii tagokbol 4ll, s tehat ily alaku x" + Ax™" + B™* +
+. . AHX - X+ KPP L=
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mert itt is f(x):x"“’.([xp+AXp‘1+Bx"‘2+...+H]—[i+£2+...+ nL_p])
X X X

vagy a zarjelbeli zarjeleket két tagok kozol az elsét ¢(x) nek a masodikat y(x) nek nevezve
f(x) = x"P.( o(X) - y(x)) — mar ha tekintjiik

a) o(x) =x"+ AxP"' + BxP? + .. +H —t, ez ha bar x helyébe csak 0 tétetik is =+ H tehat +
eléjegytli becset ad, ha pedig 0 nal nagyobb s folytonosan nagyobbodd szdmokat tesziink x
helyébe, becsei is (t.i. ¢(x) nek) nevekednek a végetlenig, x soha két kiillonb6z6 a és b szdmok
helyettesitésével f(a) kijovo becsei egyenldk csakugyan nem lehetnek hanem nagyobb a
nagyobb utan, kisebb s kisebb utan ellenben

b) y(x) el éppen ellenkezdleg all a dolog, mert ebben ugyanazokat helyettesitvén x-re
mint ¢(x) ben — s tehat eldszor 0 ra lesz v (x) = y (0) = oo, mas szoval minél kisebbet tesziink
x helyébe anndl nagyobb lesz v (x) becse, egészen a végetlenig ha x-et elég kicsinynek
vettiik; de amint x helyett + a, +b s igy tovabb nagyobbakat nagyobbakat helyettesitiink,
mind inkabb apad y(x) becse, s a, b szam tényleges nagyobbitasaval akdrmely kicsivé a 0-hoz
kozelitové apaszthatd. Miszerint tehat a helyettesitenddket 0-nak tudva s felfelé folytonoson




elébb o(x)<y(x) ( ha akarjuk akarhanyszor), végiil (x)>y(x) ismét akarhanyszorta., tehat
amannak folytonos
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novekedése emennek pedig folytonos apadasa kozben egyszer de csak is egyszer keresztiil
kell mennidk az egyenldség allapotjan s az +a, vagy +b vagy +c tehat melynek helyettesitése
tortént, tudni illik, melynél volt o(x) = y(x), tehat o(x) - y(x) =0 s ezért

X"P(@(x) - y(x)) is = 0 az az +a vagy +b vagy +c minden becse még pedig + eldjegyli becse, s
egyetlen egy + eldjegyli becse, f(x) = 0 egyenletnek, nem rekesztvén ki azt hogy — eldjegytii
becsei tobbek is ne lehetnének.

Azonban az eddig elé adott szabalyok csak anyit tudanak ki mutatni hogy legaldbb is hany
val6 becse van némely egyenletnek, s azt hogy hany van legfelebb, vagy hany van
hatarozottan éppen nem. Erre tehat ujabb vizsgalatok kellenek, melyek k6zol az
egyszeriibbeket mi sem mell6zziik el.

Ismételvén azon megjegyzést, hogy valamely egyenletnek harom féle becsei lehetnek, 1) + 2)
— eléjegytiek, melyek valok, 3) képtelenek melyeknél sem + sem + eldjegytlinek nincs értelme;
mint szintén azt is 2) hoz, akarmely adott egyenlet képletében (f(x) ben) az elsd tag mindig +
eléjegyli (s 1 szdmszorzojunak) vétetvén fel a tobbi tagok eldjegyei lehetnek elegyesek, s
minden egyenld jegyliek szomszédsaga jegyfolytatasnak, minden kiilonboz6 jegytiek
szomszédsaga jegycserének neveztetik, s tehat akarmely teljes képletli egyenletben, melyben
t.i. x nek n* emeletéts] lig egy sem hianyzik, s jegyfolytatasok és
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a jegycseré¢k szamanak 6szvete mindig = n, ezeknek elérebocsatdsa utan lassuk renddel az ide
tartozo allitmanyokat, s f6l adatokat

1. Akarmely f(x) = 0 egyenletben, a + eldjegyii bocsek szama nem lehet nagyobb mint az
f(x) ben eléforduld jegycseréke.

Legyenek f(x) = 0-ban + eldjegytli becsek +a, +, +vy .... akarhany szdmmal. Lesz f(x)
oszthato (x - a)(x - B)(x - y) —val s kijon x nek egy mas képlete, melyet neveznénk ¢(x) nek s
melyben f.t.sz. x-nek nincs tobb + eldjegyli becse.

E szerint f(x) = @(x) (x - a)(X - B)(x - ) ..... s tegyiik kérdésbe miként all jegycserék
szamaban f(x) ¢(x) hez?

9. Fejtsiik meg a kérdést csak rendre..

¢(x)(x — o) ban legalabb egygyel tobb jegycsere van mint ¢(x) ben mert:

akarmely x képletnek, tehat ¢(x) nek is, tekintetbe vevén a jegycseréket atalanos képe is lehet
e(x) =x"+ Ax"++...+Ex' = Gx" - Hx' .... - Lx"+ Px'++ ..+ Px* +...+Sx' + Ux*+ Yx' ...
+V azon egy néhany + el6jegyli tag folytatolag, melyek koziil az elsét x* az utolsot Ex’
abrazoljon, azutan egy néhany (hol az ega/néhény tehat =1 v. = 0 valamint a kdvetkezdknél
is) — el6jegyli tag, melyeknél az elsét Gx" az utolsot Lx" abrazolja, ezutan ismét néhany +
néhany — jegytiek, s igy tovabb, mig végre vagy csupa +, vagy csupa — eldjegyili tagokon
végzddik az egész, melyek koziil az els6t + okon végzddve esetében Rx® , — kon végzddve
esetében
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pedig Ux®, az utolsot (x etlent) mindenik esetben W képviseli. Egyébarant onként érzddik,
hogy A B ...L R... kdzol akarmelyik lehet 0, (csak W nem) s a, b ,c nem kozvetleniil
szomszéd szamok is lehetnek, csak hogy minden hatrabb 4116 kisebb az elobballonal.

Lassuk mar mi valtozas tartozik az @(x) ben eléforduld jegycserékkel ha ¢(x) t szorozzuk (x —
a) val?

Az x el szorzas minden jegyet s minden szdmszorzot annak hagy a mi volt @(x) ben, tehat a
jegycserék szaman ez nem valtoztat, de mindenik tagbeli x mutatojat egygyel neveli.
Kovetkezik az - a val szorzas, s az ebbdl kijovo tagoknak az x eli szorzasabdl ki jott tagokkali
Oszveodntése. Ezeket elsé azokat masodik (szorzoi) sorbelieknek nevezziik.

A masodik sorbelieknél minden ki jott szorzoi tag ellenkezd jegyli lesz az els6 sorbeli
ugyananyiadikkal.

A masodik sorbeli (akarhanyadik) n-dik tag 6szveontddik az alsé sorbeli n + 1-dikkel.

Ezen 6szvedntések x" t61 Ex' ig is, (hol ¢(x) ben volt csak volt egy jegycsere is) meg lehet,
hogy eszk6zdlnek egy s meg lehet tobb jegycserét is, meg lehet hogy nem egyet is, de az
utolsé Ex" minden esetre ha ala egy — eldjegyli tagot s tehat egy jegycserét, mert — o val
szorozvan ad — el6jegyli tagot az also sorban, ez 6szvedntddik a — G szdmszorzoju taggal a
felso sorban, tehat
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- al egybedntve ismét csak — t eredményez, s e szerint ha x" — t61 Ex" ig nem is fordult
volna elé¢ még mas jegycsere, ez csak ugyan adna egyet, miként az eredeti @(x) ben is volt.
Hasonl6 okoskodésnal ki viladglik hogy minden kovetkezd jegycserék szama legalabb is
megmarad (ha nem szaporodik), az utolsé szakaszig, hol mar az egész képlet egyenld eldjelt
tagokkal bé végzddik. Ez a szakasz kezdetére nézve a fenebbiekkel egyenld okbdl olyan
jegytnek marad kezdetében, mint volt @(x) nél, de legutols6 tagja, mely W nek — a val
szorzasabol jon ki s semmivel 6szve nem ontddik, ellenkezd jegyli lesz mit ¢(x) ben volt. S
igy, végiil p(x)(x — a) ben legalabb egygyel tobb jegycsere lesz mint @(x) ben volt.

Hasonl6 kovetkeztetésekkel ki jon hogy o(x)(x — a)(x — B) ben legalabb egygyel tobb
jegycsere mint @(x)(x — a) ben s tehat kettével tobb mint ¢(x) ben — s igy tovabb menve — mig
eredmény lesz az az kdvetkezmény hogy o(x)(x — a)(x — B)(x —y) .... az az f(x) ben legalabb
anyi ( ha nem tobb) jegycsere fordul elé, mint a hany + el6jegyli tagja van f(x) =0
egyenletnek vagy mas szokkal: f(x) = 0 egyenletnek a + eldjegyli bocseinek szdma nem lehet
nagyobb mint az f(x)ben eléforduld jegycseréke ....M.B.V.

2. f(x) ben valtoztassuk meg minden x™', x ", x ™ —t tarto tag eléjegyét., elé all egy
képlet melynek neve legyen y(x), s tudjuk hogy y(x) = 0 + eldjegyti becsei
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f(x) = 0 nak — eldjegyli becsei. A bébizonyitott allitmany szerint y(x) = 0 nak nincs tobb +
eldjegyli becse, mint a hany jegycsere van benne (y(x) = 0 ban), tehat f(x) = 0 nak nincs tobb
— eldjegyli becse mint a hany jegycsere fordul elé y(x) = 0 ban.

Ez a két allitmany tehat akarhany egyenletben legyen az teljes v. hidnyos, eléfordulhatd + és —
eldjegyti s tehat minden lehetd valo becsek szamanak maximumat maghatarozza.

3. Ezen két allitmany szerint két kovetkeztetés foly.

a) Ha f(x) = 0 teljes egyenlet (x"-t5] x° —ig egy emelet sem hianyzik benne) y(x) ban

éppen anyi szamu jegycsere lesz mint f(x) ben jegyfolytatas - pl. ha

f(x) =x°+3x° + 2x* + 4x* + 2x* = x — 21 lesz



w(x) =x%-3x" - 2x* - 4x’ + 2x + x - 21

ez utolsdban van jegycsere 3, amabban jegyfolytatds 3. Innen az 1. és 2. allitmanyokat
egybefoglaltan alkalmazva igy is lehet kifejezni. Teljes egyenletben, a + el6jegyli bocsok
szdma nem nagyobb mint a jegycseréké, a — eldjegyil bocsok szama nem kisebb mint a
jegyfolytatasoké. Egy nagy hirli szabaly, melyet tulajdonképpen Descartes tanalt fel, de még
konyebben még is Hariot allitmanyanak szokott emlitettni.

c) Ha f(x) = 0 teljes egyenlet s egyszersmind tudhato6 rola hogy mind valo becsei
vagynak a azok k6zol éppen anyi van + eldjelii hadny jegycserék szama f(x) ben s anyi —
eléjegyli hany a jegyfolytatasoké .
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4. Az eléadott modszer — mely minden mas eddigelé javaslatban hozottaknal egyszeriibb
—meg adja az adott egyenletben eléfordulhato + és — eldjegyti, s tehat dtaldban vald bocsok
szamanak maximumat, s tehat képtelen becsek minimumat, de meg kell vallani hogy ama
maximum melynél tobb (vald) nincs s tehat a minimum, melynél kevesebb (képtelen) nincs,
néha kissé tdgan szabvan jonek ki, s sziikebb hatarokat természetesen még igazakat, mivel €l
gyakran a kovetkezd elmés modszer (Oliver t6l)

Legyenek adott egyenlet becsei ( most még valot képtelent nem kiilonboztetvén meg) a, b, c,
d ... tehat

X"+ A"+ Bx"?+ Cx" 4+ . 4+L=(x—a)(x—b)(x—¢) .... i)}

tudjuk hogy tehat

X"- AX" + B - Cx"™ 4 AL =(x+a)x +b)(xtcC).... 2)

vagy is 1) et és 2) t masként irva

X"+ +Bx"2+Dx" +.. )+ (AX" + Cx + ) = (x—a)(x—b)(x—c¢) .... 3)

X"+ +Bx" 2+ Dx" +..) - (AX" + Cx™P + ) =(xTa)x +b)(x t ) ... 4)

s 3) és 4) egymassal szorozvan

(X" ++Bx"2+ Dx" +. ) - (AXT + Cx L) = (P - D) (K- DY) (k- D) 5)
vagy

X" - Ax™! + Bx"? - Cx"? + ... +L, az az az adott egyenlet paratlan n, n-2, ... stb emeletii
tagjainak 6szvetét masodik emeletre emeljiik kijon egy oly képlet melyben x csak paros
emeleten fordul elé — legyen hat ezen kijévé masodik képletnek neve ¢(x%); szintiigy lesz a
dolog Ax™' + Cx"> + .... az az az adott egyenlet n-1, n-3 mutatdju tagjainak dszvetét masodik
emelésével is.
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Legyen ezen masodik emelet neve y(x”) tehat

O(x") - y(x*) = (x* - 2) (x* - b°) (x* - ¢) ... 6)

Vagy x” = z nek nevezve

0(2) - y(2) = (z-2) (z-b") (z-¢) ... T)

Itt szembedtlé hogy 7) nek melyben az egyenleti képlet ¢(z) - y(z) — becsei +a%, +b?, +c,
....stb a mi ezt az érdekes igazsagot foglalja magaba: Akarmely adott egyenletbdl
(konytiszeriileg) lehet mast alakitani, olyat melynek bocsei az adott egyenlet bocseinek masod
emeletei lesznek. Ez az atalakitas pedig ugy torténik, hogy az adott egyenlet x", x™2,... stb
tagjainak 6szevetét kiilon, az x™', x>, ... tagok dszvetét ismét kiilon masod emeletre
emelvén, az utdbbit az elsdbdl kivonjuk, (s ha tetszik mert a fenforgd ???? nem is sziikséges
minden x* helyébe z t irunk). Mar most az adott egyenlet valé és képtelen bocseinek
megkiilonboztetésére véghez vitt miveletiinket haszndlandok a kovetkezenddkre eszméliink.



Az adott egyenletben két féle bocsok fordulhatnak elé u.m.

a) Valo becsek vagy + vagy — eldjeggyel. Aminthogy pedig — eldjegyli szamok szintugy
mint + eldjegylick masodik emelete + eldjegyti, tehat az adott egyenletben

tanalhato minden vald becseknek méasodik emeletei ismét becsek mind + eldjeggyel vagynak
meg az atalakitott egyenletben.

b) Képtelen becsek — Képtelen kifejezésnek masod emelete vagy ismét képtelen ( pl

amely alaknak a+bv/—1, melynek masod emelete a*> —b> +2ab/—1) vagy legalabb —

eljegyti (pl. az ily alakzatnak av/—1, melynek masod emelete — a). S igy az adott
egyenletben nem lehet tobb vald becs, mint az atalakitottban + eldjegyi becs.
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S im az ajanlott 4 proba ko, valamely adott egyenlet valo becsei szamanak maximuma, s
tehat a képtelen bocsok szdmanak minimuma kikeresésére —

Alkalmazzuk egy példan s igy a tanulds modja is gyakorlatilag legtisztabban kitevén

Legyen az adott egyenlet ez

X+ x> +3x>+ 16x + 15 = 0. Vessiik el6bb a régi szabaly probaja ala ( melyet Gaussénak
nevezhetiink, merthogy a t6liink adott alakban 6 bizonyitotta bé legeldbb).

Merthogy egy jegycsere sem fordul elé, tehat az lehet + eldjegyti bocsek szama =0, az az +
eldjegyti valo becse az egyenletnek nem lehet. Méar valtoztassuk azt ellenkezd jegyli becsekkel
biréra, lesz x* + x° - 3x* + 16x - 15 =0, most fordul elé harom jegycsere, tehat ezen egyenlet +
eléjegyli s kdvetkezoleg az adottnak — eléjegyli becse nem lehet tobb haromnél, de anyi lehet
s kovetkezéleg a vald becsek maximuma 0 + 3 = 3 s a képtelenek minimuma 5 — 3 = 2. Igy
adja a Gaussi szabaly

De ha Olivier szerint jobban jon ki mert lesz

p(x) =(x"+ x> +16x) 2= x'"+2x" + 33x° + 32* + 256x>

y(x) = +9x* + 90x* + 225

() -y (x) = (x° + x> + 16x)* — (+9x* + 90x” + 225

o(x?) - y(xD) =x""+2x"+33x° + 23x* + 166x% — 225

vagy ha tetszik z° + 2z* + 332> + 2372° + 166z — 225

hol csak egy jegycsere fordulvan elé, az adott egyenlet vald bocsei szdmanak maximumanal 1
jon ki, s tehat 6t bocsek kdzol 4 mulhatlanul képtelen, a mi igaz is mert a bocsok ezek: -1,

T h_2’3+\2/—11,3—\/—11

2
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5. A harmadik és tokéletesen kielégitd, az az a vald becseknek nem csak maximumat,
hanem a val6sagos szamat meghatarozé modszer ( mely még egy kis elonyt kivan) hatrabb
hagyvéan a mi mar a val6 becsek kozelitdlegi kikeresését magat illeti.

Tudjuk hogy két szam koztt melyek kozol egyiknek helyettesitése (x — ért) f(x) becset + a va,
a masiknak helyettesitése — b vé teszi, mindig van az egyenletnek legaldbb egy valo becse. A
fololdas elve tehat ezen két sorban fordul meg. a) keresni két szomszéd egész szamot, melyek
koztt egy vald becs a mondott szabalynal fogva bizonyosan van, b) ezen kozbdl esd becset
kozelitd tortben kifejezni.

A mi a) t illeti az adott egyenletben x helyett helyettesitjiik egyszerlien eldbb a kisebb
szamokat u.m. 0, +1, +2, ..., -1, -2, ... s megnézziikk melyik két szomszéd szam helyettesitése
ad ellenkezd jegyli eredményt pl.



Legyen a fololdand6 egyenlet x* — 6x — 7 = 0 ( melynek Gauss modjaval probalva legfonebb
egy valo becse lehet vagy + vagy — jegyll) A helyettesitések eredményei ezek

Ha helyettesittetik ki j6 eredménytil
0 -7

1 -12

2 -11

3 +2

S tehat egyetlen egy valo becs fekszik +2 és + 3 koztt —

Hasonl6 vizsgélat nyoman kitlinik hogy ezen egyenletnek

x° +x*+ x* = 25x + 36 melyben ( ismét Gauss szerint) csak egy + s két — becs lehetséges,
kovetkez6 valo becsek vagynak

1% 42 és + 3 koztt, 25 -2 és -1 koztt, 3 -2 és -3 koztt
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6. S ezen helyettesitési probalgatasok felette hoszszadalmasak €s untatok lehetnek, ha
nem tudunk hatarokat szabni melyeken tal is nincs eredmény, s tehat sok felesleges az az
egész probalgatas, az az ki mutatni egy legnagyobb + szdmot melynél nagyobb, s egy
legkisebb ( az az szamban legnagyobb) — eldjegylit melynél kisebb vald becse az adott
egyenletnek nem lehet.

Fontos feladat tehat az ily hatar szdmoknak felkeresése, miben itt (mint mindenben
igyekeztiink), csak hogy konyebb egyszeriibb s szabatosabb modot adjunk ( mert még tobb is
van, de egy sem is ezzel — melynek talalgja Newton, de a bébizonyitas ?7??? )

A) + eléjegyti becsek felsd hatara —

Jegyezziik meg eldszor hogy oly egyenletben melynek becsei mind képtelenek, akar mit
helyettesitiink x — ért a kijové bocs mindig + a, az az 0-nél nagyobb + eldjegyti szam lesz.
Errdl egyszerre meggydzddhetiink, ha ??77?

a) ilyen egyenlet lerajzolt gérbéje az altar egyent nem vaghatja, mert kiilonben
vald becse is volna. Tehat mindenesetre egészén az altar egyen egyik felén eset — tehat
akarmit helyettesitiink becsnek x ért vagy mind csak + vagy mind csak — el6jegyli becsek
jonek ki. A kettd koziil tehat mindig oly jegyli a milyen avagy csak egyszer —ugy de

b) azt mar lattuk hogy minden egyenlet képletben lehet x helyében akkora szamot
tenni hogy annak a ( az egyenleti képletnek) becsei + jegytliek, tehat az érintett egyenletekben
minden becs csere + jegyti lehet.

Ezt eldre bocsatva

Legyen az adott s megvizsgalando egyenlet
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f(x) = 0, melyben lehetnek a) képtelen b) — eldjegyti ) + eldjegyli becsek. S ez utolsok
legnagyobbikéanak hatara kerestetik. Legyenek a képtelen becsek a, B, v, ... , a —eldjegyliek —
a, -b, -c, ...a + eldjegylieck nagysag soraba irvale A, B, C, .... Lesz

I II 11
f(X)=x-a)x-pB)x-7)...x+a)x+b)(x+c)... x—A)x-B)(x-C)
f(x) tehat harom szorzétars szorzata, melyek koziil I. mindenesetre + becsii akdrmit tegytink
az x helyébe, a fon. b. sz. II. szintén + jegyl ha x helyébe akdrmi + eldjegylit tesziink, s végre
III + eldjegyti, ha x helyébe + A nal bar mivel is nagyobbat helyettesitiink x helyett s ezen
esetben tehat 3 + eldjegyli szorzotarsaknak szorzata az az f(x) is + eldjegyti. Innen elsé
igazsag. Ha akarmely egyenletben a benne eléforduld legnagyobb + eldjegyli bocsnél (+A



nal) barmi kevéssel is nagyobbat helyettesitiink x helyett az egyenleti képlet becse + lesz az az
0 nal nagyobb levén. —

De azért még lehetne szintén + m, az egyenleti képlet becse ambar +A nal kisebbet
helyettesitettiink is x ért, pl. olyat mely A nal is B nél is kisebb de C nél nagyobb, mert igy x —
A, x — B ketten leendvén — el6jegytiek, a I1I mégis + eléjegytiek, ennélfogva az hogy
valamely szamnak helyettesitése f(x) becsét + nak adta, azt a szdmot, mig f(x) minden +
becsnél nagyobbnak nem bélyegzi. Ellenben az a szam, melynek helyettesitése altal nem csak
az adott f(x) = X, hanem X, X5, X3, ... koziil is mindenik + eldjegyli bocse jon ki, az
bizonyosan nagyobb mind A nal, s tehat az adott egyenlet + el6jegyt bdcsei mindenikénél.
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Ennek atlatasaért, emlékezziink arra hogy X, X;, X», ...nem egyebek mint f(x + m)
egyenletben az egyenleti képlet egyes tagjainak szdmszorzoi (hatra viszszafelé folyd sorban)
az az ha f(x) ben ( az adott egyenleti képletben) x helyett minden x + m et tevén, az 0j kijovo
képletet m egymast felszallolag kovetd emeletei szerint rendezziik ki jon.

X +X;m+Xom® .... X, = 0 s ez az 0j egyenleti képlet nem lehetvén egyéb mintha f(x) masik
kifejezésébe u.m. IXIIXIII ban is minden x helyébe mindeniitt x + m et teszlink, lesz tehat

X+ Xim+Xom® .... Xy = ((x + m) - a)(x + m) - B)......... (x +m) +a)(x + m) + b)....((x +
m)—-A)((x+m)—-B)....=(m+ x-a)(m+x-p)).... m+(x+a)m+ (xX+Db)).... . m+(x
—A))(m+ (x—B))(m + (x - C))....

Melynek bocsei miként szerkezete ki mutatjaa -x, f-x, ...,-a-x,-b—-x, ..., A—x,B—x,C
—X, ..

Tudjuk hogy mihelyt valamely egyenlet bocsei koztt van avagy csak egy + eldjegyti is, azon
egyenlet képletének nem lehetnek minden tagjai + eléjegytliek, mert okvetliil jegycserének
kell benndk elé fordulnia, ha tehat x — t A kisebbnek veszsziik A, B, C, ... koziil csak
egyiknél is azonnal lesz azon egyenletnek egy
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vagy tobb + eldjelii bocset, s tehat X, Xs, X3, .. kozott (ugyanazon boccsel nézve benndk x-
et) legalabb egyik valamelyiknek — nak kell lenni s tehat ez a + szam, mely mind X ben mind
X1, Xa, X3 — ben helyettesitve azoknak becsét mind + eldjegylivel (vagy megfelel vala 0 nak a
+ 0) adja, bizonyosan nagyobb A ndl is annal inkédbb B, C, D nél, s tehat ha minden szamok
koziil melyek ugyan ezt eddigieknek (u.m. X, X;, X,, mindenikbe helyettesitvén annak mind
+ bocsot adnak) a legkisebbet valasztjuk, ez lesz az adott f(x) egyenletben eléfordulhatd +
bocsok legnagyobbikdnal is nagyobb szamok koztt a legkisebb, az az az f(x) = 0 + becsének
fels6 hatara. A maradék s a végigazsag

B) A — eldjegyli becsok also hatara —

Ha az adott egyenletet — tudva levd mondvan — ellenbecsiivé valtoztatjuk, ezen 0j egyenletet +
becsének felsd hatara lesz az adott egyenlet — becseinek als6 hatara —

C)és D) Also becsek. Még az 4ltal is eszkozolhetiink munka kimutatast, ha a kikeresendd +
becsek also s — jegyek felsd becsét kikeressiik, t.i. azon + szamot melynél az adott egyenlet
lehetd + becsei kdzol mindnél bizonyosan nagyobb — ban s azt a — szamot melynél minden
lehetd — becse bizonyosan kisebb. —

Ezeknek kikeresése és is az el0bbiekhez csatlakozik, mert

C) ami illeti a + becsek alsé hatarat €s elnevezvén 1/x et y nak, minél fogva tehat x = 1/y lesz
f(x) = f(1/y) s tehat
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Valamint volt f(x) = 0 azaz
X"+ Ax" + Bx"?+ ... +L =0 s szintugy

Lﬂ A +% +...+ L =0 vagy torteket elenyésztetnek
y y

1+ Ay +BY*+....+ Ly" =0 vagy

Ly"+Ky™'+...+1=0

Ha mar ezen egyenletnek lehetd + becsei pl. ezek a, b, ¢, d, .. gy f(x) = 0 nak + becsei (
minthogy f.t.sz. x = 1/y) nem lehetnek masok mint 1/a, 1/b, 1/c, 1/d, .... Shaab,c.d, ...
kozott legnagyobb a bizonyosan 1/a, 1/b kozott legkisebb 1/a, mibdl folyolag f(x) =0 +
bdcsei alsd hataranak kikeresése ez a modszer lesz. Kerestessiik ki f(1/y) = 0 egyenlet b6l y +
bocseinek felsd hatarat s 6szve azzal = 1/y lesz f(x) + bocseinek alsé hatara, s6t mivel
akarmely egyenlet bocsei csupan kdvetkezdleg az azt alkoto tagok szdmszorzojatdl fliggenek
— (nem a kikeresend6 menyiség x vagy y nevétdl) mondhatnok igy is kerestessék ki f(1/x) bol
x becseinek felsd hatéra .... Stb. S6t mivel latjuk hogy az igy eredd f(1/x) = 0 ban a tortek
kienyészetésével nem egyéb torténik mint az adott egyenlet szamszorzojinak cserélt rendre
forduldsa — adhatjuk ezt is egyszerli szabalyt is.

Az adott egyenlet tagjaiban cseréltessenek meg a szamszorzok az el6lrél elsd vagy x" é a
leghatulsénak t.i. x° hoz a leghatuls6 elsének x™' szamszorzoja x' hez, s igy tovabb. A kijové
képletnek vetessenek leszarmazottjai s a mely

n-1
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legkisebb + szam, az eredeti s ezen leszarmaztatott képletekben helyen mindenikét +
becsiinek adja, annak reciprocuma lesz az eldszor adott egyenlet + becseinek als6 hatara. Hol
ezt a kellemetes jegyzetet teszsziik miként, azon hogy az igy atalakitott képlet felsd
emeleteinek nem lesz aztan 1 a szamszorzodja, ne akadjunk fel, mert a keresett felso ( tehat az
adottban reciprocum als6) hataraul csak az jon ki ami kijéonne, ha 6t massa, 1 szamszorzoju
kezdédové alakitnok at ( mit konyli volna bebizonyitni).

Végre D) akarki onként kitalalhatja, hogy hasonl6 okokbdl az adott egyenlet — bocseink felsd
hataranak reciproka lesz a forditott szamszorzos képlet — bocseinek alsé hatara —

Egy példa
Legyen az adott egyenlet x* — 2x> — 21x* + 2x + 2= 0
1) A + becsek felsd hataranak kikeresésére a leszarmazott képletek ezek

X =x*—2x> = 21x* + 2x + 2 melyeknek nyoman a felsd hatar — 6 ( egész szamban)

X; = 4%+ 6x° + 42x + 2

X, = 6x" — 6x 21

X3 =4x -2

2) A + becsek alsé hatara kikeresésére szolgald képletek lehetnek

Y =2x*+2x* + 21x% - 2x +1 tehat a fels6 hatar 3 s f(x) ben als6 + hatar 1/3 vagy egesz

Y, =8x"+5x" -42x -2 szamban 0. Minthogy 2 még feliil esett a hataron tehat latni vald

Yo =12x"+ 6x — 21 hogy 1/3 és ' kdztt van egy becse az egyenletnek
Y;=8x+6
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A legalsé — bocs kikeresésére ezek a képletek szolgalnak

X =x"+2x—21x*- 2x + 2 tehat a felsq hatar itt ( egész szamban ) = 4
X;=4x’ +6x°-42x -2 tehdt az als6 hatr a - 4



X, = 6x% + 6x — 21
X3:4X+2

Végiil fels6 — hatér kikeresésére

X =2x* - 2x* - 21x7 + 2x +1 fels hatar 3, tehat also 1/3

X, =8x>- 6x> -42x +2 tehat felsé — hatar — 1/3 vagy

X, = 12x% - 6x — 21 egész szamban ismét 0

X3 =8x—-6

S valoban az adott egyenlet bocsei ezek 5,64575...., 0,35425...., - (0,26295...), -(3,73205)

S mar most képesek vagyunk az egyenletek fololdasanak el6zményeit annak tudatasaval
fejezni ki, hogy 1829 ota csakugyan birunk oly mddszert, mely altal akarmely adott
egyenletrdl, konyilien meg lehet hatdrozni pontban hany képtelen hany valo, s ezek kozt hany
+ és hany — el¢jegyli becse van. Ezen modszernek talaloja Sturm. S hogy magyarazatat minél
kozszertibben adhassuk — figyelembe vegyiik fontolva elébb a kdvetkezoket.

1. Minden egyenletnek, melyet szabaly szerint f(x) = 0 val jelképeziink, van egy + jegyt fels6

s egy — jegyu als6
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bdcs hatara, melyek kdzol akadrmi - alsdkat vagy annal nagyobb + szamot, akdr a masodikat
vagy annal kisebb — ( t.i. szdmban nagyobb) szdmot helyettesitiink x helyett, bizonyosak
lehetiink, hogy f(x) becséiil 0 soha tobbé nem jon ki, sét inkabb 0 tol mind inkabb inkabb
tavozd szamok jonek ki. Az allitas igazsagat kétségbe nem hozhatjuk, midén mar ezen
hatarbecseknek még foltanaldsa modjat is tudjuk.

2. Ha tehat f(x) = 0 egyenletnek vagynak + €s pedig (mit ezennel foltétleniil vesziink) mind
csak kiilonb6zo valo + becsei, azoknak mind ama két hatarok + h és - h’ kozé kell esnidk, s
tehat hogy az x et helyettesitendd becseket h t6l kezdve lefelé 0 ig s 0 n még tul — h ig
folytonosan helyettesitjiik, bizonyosak lehetiink hogy f(x) = 0 nak megfeleld becsei melyek
bar a folytonosan apado x helyettesitése altal kijottek, éppen anyiszor voltak = 0 hany + valo
becse van f(x) = 0 egyenletnek. Mas szokkal f(x) nek gorbéje az altar egyent csak + h és —h’
kozott vagja €s pedig €ppen anyiszor, s mind kdlonbozo helytt, hany valo becscsel bir f(x) = 0
egyenlet.

3. legyenek f(x) = 0 egyenletnek feliilrdl le felé szallo sorban becsei a, b, c,..., -k, -1, ...
melyeket tehat ha helyettesitiink benne € = eredményiil 0 jon ki. Tegyiik kérdésbe, nem azt
hogy mik jonek ki eredményiil, mikor nem a, b, c, ... altal, hanem egyebet, mas szamokat
helyettesitiink f(x) be (erre ugy is felelni mar tudnank) — hanem kérdjiink csak anyit : mily
eléjegytiek lesznek ezen € eredmények, mert ezek konnyti a felelet. Ugyanis
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egyszerre szembeotld hogy

1) ha az a nal nagyobb szamot helyettesitiink az eredmény + ¢, az az + el¢jegyli szdm
lesz, ha a és b kozottit — eldjegyti, ha b €s ¢ kozottit ismét + eldjegyli s igy tovabb minden
kovetkezd egész becsen athaladva ellenkezd ez eldtti két bocsok kdzebdl helyettesitett
szdmoknak megfeleld eredményekkel, mig végre az utols6 — v becse aldl akarmit
helyettesitiink mind csak egyféle jegyli eredmény jon ki, + becsii ha paros volt a vald bécsok
szédma, - jegyl ha paratlan és pedig

2) Ez oly szigorsaggal, hogy akarmely kicsivel legyen is a helyettesitett szam nagyobb
mint a, meglehet hogy nagyon kicsi, de mindenesetre mégis 0 nal + valamivel nagyobb + ¢, s



akarmi kicsivel kisebb a nal mindenesetre — 0 valami, tehat — € jon ki. Vagy algebrai nyelven
fejezvén ki f(a) = 0, f(a + 1) = + ¢, akdrmily kicsiny legyen is i s f(a — 1) = - &, ismét barmily
kicsiny legyen i, de nem szintén barmily nagy is, mert ha talan =a —b, s talana—1="b, ugy
fla—1)=f(b)=0shai>a—b,stehdta—1<bugy f( a—1) =+ ¢ lehetne. Ellenben

3) Az is szintoly vildgos, hogy ha f(x) = 0 ban nem egyiket e becsek kdzol, hanem egy
mas szamot pl. a t helyettesitiink, egy feldl lesz minden esetre f(a) >0 vagy <0, t.i. vagy — ¢
vagy — €, ez szerint t.i. a mint paros vagy paratlan vagy pedig paratan és paros sorszamu
gyokér koztt esik a helyettesitett o, de masfeldl, hogy f(o+ 1) és f(a — 1) mely eldjegyli
eredményt adjanak € — ul, az attol fligg hogy
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mekkora i, mert ha pl. a esik b és ¢ kozé s i nagyobb mint b — a, ugy f(a + 1), ha nagyobb mint
o — c, ugy f(a — 1) ellenkezd jegyli eredményeket adnak, f(x) nél, de migi<b—-aési<a—c
f(o + 1) és f(a —1) mind kettd hasonjegyt f(a) val, s mivel o egyfeldl a masfeldl 6t kozrefogja
b és ¢ koztt, mindig van ha mi kicsiny, de mindenesetre valami kiilonbség, latnivald hogy
akarmely o —hoz lehet tenni is el venni is bel6le oly kicsiny 1 —t hogy f(a + 1) és f (a —1) is
ugyanazon egyféle jegytiek t.i. f(a) val hasonjegyliek legyenek —

4. Vegyiik mar f(x) et az az f(x) nek elsd leszdrmazottjat is vizsgalat ald, vele egyiitt s
lassuk mi kiilonbség vagy megegyezés lesz € és g koztt, t.i. az alap s az elsd leszarmazott
képlet kijovo becsei koztt, ha mindenikben ugyanazon szdmot helyettesitjiik x — ért?

1. Helyettesitsiik elobb f(x) ben f(x) = 0 egyenlet valamelyik becsét a, b, c, ...t stb., lesz
¢ = 0. Helyettesitsiik ugyanazon a, b, c, ...t fj(x) ben is, azt allitom, hogy a most kijovo €,
semmi esetre nem lehet = 0, mi igen természetes mert ha pl. a t helyettesitvén = 0 volna, gy
x — o val mind f(x) mind f;(x) oszthatok volnanak, mar pedig feltettiik hogy csak oly f(x)
teszlink mostani fejtegetésiink targyava melyekben egyenld becsek nincsenek s tehat
melyeknek egyenleti alapképletének els6 leszarmazottja-
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ik k6z0s osztoval nem birnak.
2. Nem lesz e szerint ily esetben €; = 0, de kérdés mily eldjegyti lesz tehat? Erre is
konyen megfelelhetiink. Mert lattuk mi szerint ha 1 — t elég kicsinek veszsziik fi(a + 1) és fi(a)
hason el¢jegyti e-kat adnak. fj(a + 1) pedig, hogy mindig hasonl6 eldjegyti € — t ad f(a + 1) vel
azt konyli megmutatni. Legyen ez a leszarmazottak tana szerint
flo + 1) = f(a) + fi(a) .i + fo().i* + ... s kovetkezbleg
fla +1) - f(a) = fi(a) 1+ f5().i% + ... a ha, miként itt feltétetett f{a) = 0

A
fla +1) = fi(a).i+ H(a)i+...
Mar ha it elég kicsiny tortszamnak veszsziik egész A becse olyan eldjegyti lesz milyen els
tagjai u.m. fj(a).i —€ s tehat f(a+i), hason eldjegyti fi(a).i vel e pedig (minthogy egyik
szorzétarsa + eldjegyll) viszont hasonjegyti fi(a) val
M.B.V. — s mas szokkal igy kimondhat6 hogy fj(a), fi(b), ...stb mindig oly eldjegylick mint
f(x) ben az f(a) val f(b) vel feliilrél szamitando6 € — k s tehat (a, b, c, ...t mindig feliilrdl lefelé
szalld nagysagh sorban értve) pl. f1(m) g — je + eldjegyli ha m, f(x) = 0 bdcsei sordban,
paratlan — eldjegyti pedig, ha paros szamu helyet foglal.
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5. Lépjiink ismét még tovabb, s f(x) bdl és f;(x) bél hozzunk ki 1j képleteket, csak nem
ezzel a moddal miként két adott szam vagy algebrai képlet koztt a legnagyobb kdzds osztot
keresni szokas osztva t.i. f(x) et fj(x)et mig lehet, az mig tovabb osztandoul f;(x) nél alsobb
rangu képletre jutunk., s ezzel a maradékkal, melyben minden tagnak eléjegyét elobb
megvaltoztatjuk (enyibdl all a ,,csaknem’-mel érintett kiilonbséggel osztjuk az elébbi 0sztot
¢s ismét mig lehet az (1j maradékkal), viszont jegyvaltoztatas utdn az eldbbi osztot s igy mind
addig mig utols6é maradéknak csupan nyilvan szam j6 ki, melynek eléjegye szintén
megvaltoztatandd. Erre az e szerint rendre miikddésbe hozott osztés, tehat eldszor fi(x) az
utan az egymast kovetett osztasokbeli maradékok megvaltoztatott eldjegyekkel, s végre a
béfejez0 s egyes csak valtozatott jegyll utolsd6 maradék, melylyel mar nincs tovabba mit ugy
osztani ( megjegyzés: hogy mind x-et tartalmaz6 maradék maradjon) alkotnak egy sajatlagos
képlet sort, melyet ( a leszarmazott — s leszallitottakétdl megkiilonboztetjiik)
%eosztgltozottaknak emlitiink s balvallra ezt szamocskaval jelelve ily forman 'f(x) mely = fi(x),
f(x), “f(x)
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3(x), ..., "(x) s ezen képletek szarmazasabol vilagos hogy minden alapképletnek anyi
rendbeli leosztatatozottja van hanyadik rangu maga, s ezek k6z6tt az utolsé u.m. "f(x) mindig
x-etlen képlet vagy nyilvanos szdm. Az elsd leosztattozott pedig ugyan az mi az elsé
leszarmazott vagy els leszallittatott, az az fi(x) = £(x) = 'f(x) vagy X; = X’ ='X

6. Szintugy kony atlatni hogy *f(x) levén az a maradék mely f nek 'f eli osztasabol
. : . F(x r
osztatlan résznek ki j6, minthogy a maradékot r — nek nevezve e szerint f(( )) ='p+ 0
X X

vagy r=f— 'p.'f, tehat —r=f="p'f— f, s igy tovabb, 'p, ’p, °p, ... jelelvén azon szamokat
melyek fnek 'fel, 'fnek *f vel, .... Oszt6jibol kijének

f=f

'f=1f

f=Tp lf—f

Sf=2p.°f-'f

=1p. f-f

nf ="l ™f_"2f mindenikre (x) et odaértvén s ezekbdl megforditassal

f="p.'f-f
- 2p. 2¢ 3¢
2p_ 3p. 3f_4f

n—2 n-1_ n-1 n

f=""p. f-"f ...
7. Jeleljiik igy az € t is, azon szamokat tudni illik melyek f, 'f, 2f, 3f, ..., 'f becseiiil kijének ha
benndk mindenikben ugyanazon szamot helyettesitjiik x — ért

21 oldal hata

Legyenek tehat pl. f(y) = ¢, 'f(y) = e, *f(y) = ¢, stb hol ¢, '¢, %€, ¢, ... kozol néha egy néha
kett6 vagy tobb lehet 0, lehet némelyik +, masik — eldjegyti stb. s éppen ezen kiilonb6z6 rangu
ek eldjegyének egyenében vagy kiilonbozdségében fogjuk foltanalni, a keziink alatti foladat
kulcsat, mire mi a kovetkezenddOket veszsziik fontolas ala.

8.Nem lehet oly g-t helyettesiteni a leosztatazottakba hogy két szomszéd osztatozott e—ja
egyszerre 0 k legyenek ( mas szokkal ugyan azon szam nem lehet %f(x) = 0 nek és ©'f(x) =0



nak is bocsei.). Ezt f 16l és 1f rél mar lattuk, de éppen abbol kdvetkezik ugyan az akarmely
mas két szomszédra nézve is. Méar ha pl. 0 nak helyettesitése mind “f(x)-t, mind *~'f(x) et *e
=X1g = 0 boesre vinné, ugy x — 0 val, mind mind *f(x) — t, mind *~'f(x) et osztvén lehetne,
tehat ugyan azzal oszthatok volndnak mind kettdnek tobbese, s ezen s ezen tobbesek
kiilsnbségei, tehat *~2f(x) is, éppen igy ebbél folyolag * ~*f(x) is, ebbdl folyolag * ~*f(x) is — s
végre 'f(x) és f(x) is mi lehetlen f.t.sz. tehat abbol kiindulunk t.i. hogy akarmely két szomszéd
osztatozott ugyanazon szam helyettesitésére = 0 € = adjanak szintén lehetlen.

9. Ha tehat valamely szam %f(x) = 0 nak bdcse, az ami annak helyettesitésével lesz ‘e = 0

22 oldal

sem % sem ¢"'e nem lehetnek = 0, hanem mindenik valamely szam, még pedig egyik a
masikté] mindig ellenkez6 jegylick és egyenlék. Mert atalaban levén 4'f(x) = Ip. %(x) —
Tf(x) lesz akarmely egyenletben is

Tf(0) = 9p. U(0) — T'£(0) s ha I(0) = 0, tehat

T(0) = — 9'f(0) vagy T'e = — 1"'e M.B.V. Onként érthet6 hogy ezen igazsag fre, "f —re,
melyeknek egyik feldl nincs szomszédjok, nem alkalmazhato. S tehat csak az ezek koztt 4llo
f-kre illik.

Kezdjiink mar az el6ttiink allo kérdésnek — (hany valo bocse van egy eldttiink all6 f(x) = 0
egyenletnek) derekas vizsgalatahoz és végre

10.Helyettesitsiink el6bb minden f(x) ben mind 'f(x) ben mind *f(x) ben ..... "f(x) ig
ugyanazon egy a nal, az f(x) = 0 beli bocsok legnagyobbikanal nagyobb szamot, melynek
neve legyen a.

Lesz miként mar tudjuk

1) e + elgjegyli

2) 'e, %, 7€, ..., "e kozol meg lehet mindenik 0 nal nagyobb vagy kisebb, részint + részint
—eldjegytiek lehetnek, meg lehet egy kettd vagy tobb is lesz = 0, de ezen esetben képzeljiik o
t nagyobbnak véve csak anyival hogy ezen 0 k mindenike helyébe + vagy — szam alljon, mi
mint lattuk mindig lehetséges. E maga most is + nak maradvan. Van tehat most €, ', %, ... stb
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rendbe tekintve egy + on kezdddve (t.i. + € n) azon til nem tudom mily folytonossal vagy
cserékkel halado jegysornak pl. ez

e, 'e, %, %, %, %, %, ...

+ + - + + - 4+

El6bb megszamlalvan elobb hogy ezen jegy sorban hany csere fordul elé — folytonosan
apasszuk a helyettesitend6 o — t.

Meg lehet hogy még mielétt a-t a ig leszallitanank ( s tehat € még mind + maradva) 'e vagy *e
vagy “t... stb valtoztatja eléjegyét, de ez altal az egész sorban eléforduld jegyeknek ataldnos
szma nem valtozhatik — mert miel6tt valamelyik ‘e, %, ¢, ... ellenkezd jegyli bcsre ugrott
volna elébb a 0 bocson kellett atmennie. 0 bocsti pedig csak az az € lehet melynek két
szomszédjai nem 0k, s egyszersmind ellenkezd jegyliek akkor mikor ¢ null, s tehat még azt
az egy kevéssel megeldzoleg is s mar akar + akar — eldjegye lett legyen az € nak, mely a nak
apadasaval 0 — 4 enyészik, mihelyt két ellenkezd jegytiek k6zol enyészik ki, mindjart nem,
tehat a jegycserék szamaban valtozasi mert
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mig a maga + vagy — aval ott allott is a két ellenkezd jegyli szomszéd koztt, harman egytitt
alkottak egy jegycserét s egy jegyfolytatdst, most maga kienyészve elenyészik maga egy
jegyfolytatas, de marad egy jegycsere s igy a jegycserék atalanos szdma az egész sorban nem
apad, s az a még tovabb apadasaval, ujra elé all % maga, még pedig az eldbbi jegyeinek
ellenkezdjével, de ez ismét két ellenkezd jegy kozé esvén egy 1j folytatast igen, de egy
masodik jegycserét most sem szarmaztat. Latni valé hogy nem mindig igy torténik 'e—n
kezdve "¢ ig ( mert "¢ valtozatlan menyiség) — s nem csak o > a hataraig, hanem ha akarmely
becsek kdzzén keresztiil, s alapul azon a bébizonyitott kdriilményen, mi szerint akar melyik
két szomszéd koztt all6 € 0—on csak akkor mehet keresztiil, s tehat jegyét csak akkor
valtoztathatja, mikor két ellenkezd jegyli szomszéd fogja kozbe. S éppen ezért jegye
valtozéasaval a jegycserék szdma sem nem apaszthatja sem nem nevelheti. De

11.Egészen masképp all a dolog e—nal az alapképlet becseivel, melyek egyfeldl szomszéd
nélkiil a tobbi tars € k €é1én allanak. Ez mint tudjuk folyvast + marad miga <a, s
egyszersmind azt eszkdzli hogy még miel6tt o a hoz érkeznék mar 'e is + s annak marad
akkor is mikor o= a s tehat € = 0, st 'e ugyan + nak marad ha a — t a- n alul is
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kisebbitjiik, de ellenben maga € bar mily paranyival szalljon o aladbb mint a ellenkezére u.m. —
€ ra ugrott at, s igy a—nak a-n atmenetével egy uj jegycsere szarmazott, ujjal szaporodott tehat
az egész sor jegycseréinek egyetemes szdma, ismét csak valtozand6 mig a ban is alul nem
szall, de ujra mulhatlanul még egy uj tarssal nevekedendé. gy ¢ —nél , d — nél, -k, -1, -n s
annyiaknal, mibé] végkovetkezésiil a jon ki hogy, hogy f(x), 'f(x), ...., "f(x) ben az f(x) lehetd
legnagyobb + becse minél nagyobb s lehetd legalsd — q nal kisebb szamokat helyettesitiink az
amott kijovo € k sordban anyi jegycserével fordul elé kevesebb, hany valo becse van az adott
f(x) = 0 egyenletnek. S ataldban, ha akar mely két szamot helyettesitiink az alapképletben, s
leosztatozottjaiban, a két kijovo € soraiban jegycserék szamanak kiillonbsége kimutatja azon
egyenletnek azon két szamok koztt tandlhato vald becseinek szamat; és igy ha egyik a—nak
lesz 0, masik a + becsek felsd hatara, kitlinik a + becsek szama, szintligy 0 és a becsek also +
hatarat helyettesitvén kitlinik a — becsek szama, s hasonlo6 helyettesitések altal megtudhatjuk,
ha valjon két fonforgo szdm ( egész vagy tort koztt van-¢ valo becs vagy nincs), eme
vizsgalatokban mindig nem létez6ként tekintvén az 'e = 0 becseket, azoknak tehat semmi
jegyet nem tulajdonitvan.
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Alljon mar itt egy egészen kidolgozand6 példa, melybél még valami ujat is akarunk tanolni
Legyen a vizsgalat ala veendd egyenlet az x* — 7x +7 =0
Tehat f(x)=x"—7x+7

'fix)=3x*-7
f(x) =14/3x -7
M(x) =V

f(x) = 0 nak fels6 bdcs hatara kikeresésére a leszarmazottak ezek
fx)=x"—7x+7

fi(x) =3x>—7

f(x) =3x

f3(x) = 3, tehat a fels6 + hatar +2 egész szdmban

Az also hatar folkeresésére

fx)=x"—7x-7



fi(x)=3x"—7

f(x) =3x

f3(x) = 3, tehat az als6 hatar egész szamban = -4

A leosztatozottaknak tehat +2 és — 4 et helyettesitvén kijonek a kdvetkezd € k

a=2 a=-4
e=+1 £=-29
le=+5 le=+41
2e =+49/3 2g=-31/3
Se=+1/4 =+,

Es amott 0 jegycsere itt 3 jegycsere
Tehat a valo becsek szama = 3 — 0 = 3. Lassuk ezek kozol hany + hany — eldjegyti, + 2 mar
1évén helyettesitve
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Helyettesitiink most 0—t ki jon

e=+7

le=-7

g=+7

e =+ Y, tehat a jegyek cseréje =2, s a + becseké =2 — 0 = 2, van tehat 2 + és egy — el6jegyll
bdcs.

Vizsgaljuk van-¢ ezek kozol vagy egy 0 és + 1 koztt. 0 mar van helyettesitve, helyettesitsiik
az 1- et kijének

e=+1
le=-4
2 =+35/3

e =+ 4, tehat a jegycserék szama itt is = 2 mint a= 0 nal, tehat 0 és egy koztt nincs vald

bdcs, tehat mind a kettd van 1 és 2 koztt.
A —bocs esik — 3 és — 4 koztt, mert vevén o = -3 lesznek

e=+1
le=+20
Zg=-20

3¢ =+ 4, tehat csak két jegycsere s igy — 3 és — 4 koztt fekszik egy bocs

De nem lehet észre nem venni hogy az osztattozottakban eléallé tortszamok néha
alkalmatlansagot okoznak, mit ha ugy tanolnank kdnyt levén segiteni a bajon. Ugyan is
konyen atlathatd, hogy ha a kijovo € k k6zol akar egyet tesz €s ?7?? valamely szammal vagy
kiilonb6z6 de mindenkor + eldjegyli szamokkal szorozzuk, azért eldjegyeink melyekre
egyediil van sziikség nem valtoznak s tehat cseréjik sora is ugyan az maradna.
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Kozelitett fololdasi modszerek

1. Newton médszere a kovetkez6 okoskodasokon alapszik, amelyeket egy példara
alkalmazva vilagositunk fol

2. Légyen a fololdandé egyenlet ez: x° - 2x — 5 =0

3. Tudva levé médon kijon hogy ezen egyenletnek csak egy valo becse van +2 és +3
koztt, a kérdés tehat az, mivel nagyobb x 2 nél. Nevezziik ezt y nak, tehat x =2 +y. S ezt az
adott egyenletbe helyettesitvén (y + 2)° -2(y + 2) — 5 = 0 vagy forditott renddel irva és éltal
vive




5
4+ 2y
-8-12y- 6" —y3 =0

1 — 10y - 6y* — y3 = 0 és ez tokéletes pontossaggal igaz, minél fogva ezen harmadrangu
egyenlet fololdasaval a keresett y — t meghatarozni nem volna lehetlen. De megfontolva hogy
ha harmadrangu egyenlet atalanos fololdasanak tomkelegébe beavatkozunk kedviink lesz
vala, ugy egyenesen magat a feladott egyenlet vettiik volna kezelés ald, s hogy tovabba itt is y
fololdasara azért jott ki 3¢ rangu egyenlet mert a feloldando is csak 3¢ rangu volt, mikor pedig
7% rangu, akkor y egyenlet is hasonrangu s igy ataldnosan nem feloldhat6 lesz — azért mas
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okoskodéashoz folyamodni t.i. a kdvetkezében. 1 — 10y - 6y* — y3 = 0 pontban igaz, de mivel y
valo tort, tehat emeletei nem csak szintén vald, hanem egyszersmind kicsiny tortek, s annal
kisebb becsiik minél nagyobb rangu emeleten allanak. Igy itt is y° csekélység lehet, s tehat
annak elhagyasaval 1 — 10y — 6y” = 0 ha nem is pontban de kozelitéleg igaz, s oldjuk fel azért
ezt a csak 2" rangu egyenletet, lesz:

6y’ + 10y = 1; y* + 5/3y = 1/6

2
y= —%_ \ /2—2+% = _%\/3_ —% tudva hogy y + kdzelitéleg — az az y = 0,0946. ... tehat x =

2.0946 mi még 1/1000 részben sem kiilonbozik az igazsagtol.

Ha mar tovabbi kozeledést akarunk tervezni az elébbi okoskodast s miiveletet ismételhetjiik
ily forman

x =2,0946 + z= A + z ( a tisztasadg okaért). Innen

(A+2)°—2(A+2z)—5=0vagy

A’ +3A%+3A7 + 72 —2A - 22— 5=0, vagy Z° — titt is mellézve s az egészet rendezve
22+ (BA-2)z=5+2A—-A’sinnen
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3N

P 2
z=1 5 i\/(1—3§ J —(A’ —2A-5), mi a jelen esetben hol A = 2,0946, A% =438735,

A’ =9,1897 tehat
z=-5,581025+ \/32,822 15-0,0005 vagy mivel a — jegyet tartva meg ellenkezés jone ki

z=-5,581025++/32,82165 = —5,581025 +5,5810241 mibél kijén hogy z — eléjegyli tehat x <

2,0946 tehat x =2,0945... s a tobbi tizedesek pedig a nyolcadikon kijottek volna, ha'y
kozelitdleg szintén addig fejeztetik ki. De erre nem terjeszkediink, az egész fonebbi miiveletet
csak ezért igtatvan ide, mikép egy megjegyzést kossiink hozzaja, abbol allot hogy miként latni
vald, a kozelitésnek ezen mddszere is, mely most csak mésodik rangu egyenletnek fololdasat
kivanta, els6 helyettesités alkalmaval még megjart, de mar masodiknal tiirhetlen
hosszadalmassagban bonyolitott, s azért az eredeti foltalal6 Newton tanacsa szerint y nak z
nek s egyszer csak harmadik s azon feliili hanem 2* emeletét is mellézni szokas, s csupan az
elsé emeletek tekintetbe vételével eszkozoli a kozelitést rendre rendre. Legyen a kiilonbsége
ugyanazon egyenletnek
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X'~ 2x-5=0

x =y + 2 tehat mint lattuk volt

1—10y - 6y° — y3 =0 s a 2* emeletnek is a mellézésével 1 — 10y = 0, innen 10y = 1, y=0,1, x
= 2,1 — mi elsd kozelitésben nagyobb az igazsagnal —

Legyen tehat x = 2,1 — z tehat

(2,1 -2)°-2(2,1 =z) - 5 =0 s innen a fels6bb emeletek melldzésével
2,1°-32,1°.2-22,1 +26 - 5=0azaz 11,23z = 0,061, 2= 0,061/11,23 7 0,00534....

x =2,1-0,00534 =2,09466... szorosabb kozelités a negyedik tizedesig. Miként kellene a
mentét tovabb folytatni vilagos.

Ezen kozelitési modszer atalanos formulédba vonhat6 kdvetkezdleg

Legyen a fololdando egyenlet

X"+ A" + A"+ 4L =0

Legyen x—nek els6 kozelitett bocse = a ( melyrdl igen jé ha kevesebb mint 1/100 részben
kiilonbozik az igazsagtol, s azért az maga egyediil €s toliink folvilagositott mod-
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szerrel masodrangu egyenlet utjan szamittatik ki. Lesz tehat x =a +y, s y a kikeresendd, e
végre az adott egyenletbe helyettesitve a + y—t ki jon

(@+y)"+A (a+y)" +Aat+y)P+.. A =0

Vagy binomi tan szerint kifejtve s y emeletei szerint elrendezve

a"+na"'y +n(nT_l)a“y2 T
(N-D=2) _ns y?
2
(N=2)(N=3) _ns
2

+...

Aa™ + A (n-Da"?y+ A

Aa"?+A (N-2)a"y+A, yi 4.

A _a’+A, _2ay+..

+A a+A _1a’y+..
+ A, +0...

S y nak mésodik s anndl inkabb felsdbb emeletei melldzésével

@"+Aa"" +Aa" +..+A)+(a" +A(n-Da"? + A (n-2)a"> +..+2A ,a+A, )y =0vag
a"+Aa" +AQ" +.L A,

na" +A(M-Da"’ +A(N-2)a"> +..+2A La+A

s tehat

y:



27 oldal hata

a"+Aa" +Ad" "+ A ~
na"' +A(n-Da"* +A (n-2)a"> +..+2A La+A |

(n—-Da"+(n-2)Aa"" +(n-3)Aa" > +...+ A _,a*+ A,
na"' +A(n-Da"*+A(n-2)a"> +..+2A ,a+A |

X=a+y=a-

De csak kozelitéleg, melybdl ujabb kozelitéssel hasonldan ezen formula alkalmazasaval még
ujabbak s ujabbak mind kdzelebbi becseket lehet kdvetkeztetni. Pl.

Egy kozelitett becset k, nak a még kozelitettebbeket k; nek k, nek nevezvén lesz 3* rangu
egyenleteket illet6leg mindig

2K AK A
"3k 42Ak, + A,
Negyedranguaknal
_3ky +2AK, + Ak - A,
" Ak +3AK2 +2A K, + A,
Otodranguaknal
_4k; +3Ak, +2Ak: + AkT — A
"skE L 4AKD +3AK2 +2AK, + A,
Alkalmazva az els6t a fenebbi egyenletre melybenn=3, A1 =0, A, =-2, A3=-5

FEls6 kozelitésben k; = 2 tehat
16+5

Maisodik kozelités k, = =21
12-2
Harmadik kozelités = k3 = % =2,091156 ... mi csak az 6todik tizedesben tavozik el

az igazsagtol
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Nem lehet csakugyan észrevétel nélkiil hagyni, hogy Newton nak ezen méodszere, némelykor
kozelités helyett tavozasra vezet a keresett bocs igaz értékétdl, midon t.i. az adott egyenlet
szamszorzoji olyanok, hogy azokban miket elhagytunk t.i. a keresett y magasabb elemeit
magokba foglalé tagokban y nagyon kicsi, de a szdmszorzok a kicsinyt kipotoljak, s ugy
Oszvesen mégis tobb az mit elmelldztiink mint a mit megtartunk. Ezért

a) adtuk azon tanacsot, hogy a keresett bocs szomszéd egészén kiviil, még egy tort bocs
lehet6 kozelitéssel, masodrangu egyenlettel kerestessék ki —
b) Fourier és mésok utat nyitottak az ily kérdés elleni dvatoskodésra, de mddszereik

hosszadalmas muveletekre vezetnek

3. Lagrange mddszere, a kozelitést lanctortek alakjaban eszkozli. Ez soha sem csalhat, de
szintén hoszszadalmas. Menete a kdvetkezd példabol kitiinik.

Legyen a fololdand6 egyenlet ez

x'-4x’-3x+24=0

Eldleges vizsgalat kimutatja hogy két valo + bocse van 2 és 3 s 3 és 4 koztt. Keresslik az
utolsot
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3 egyik kozelitett bocs, s a menyivel az igaz bocs ezt meghaladja, mi csak valo tort lehet
nevezik 1/y nak. Tehat lesz x =3 + 1/y, mit az adott egyenletbe helyettesitvén kijon
B+ 1/y)* =43 + 1/y)* = 3(3 + 1/y) +27 = 0 s ebbél kifejtvén a torteket kienyésztetvén lesz
9y* + 3y’ — 42y* — 8y — 1= 0 El6leges ( de hoszszadalmas) vizsgalatok kimutatjak miszerint
ezen egyenletben y—nak egy becse +6 és +7 koztt, tehat y = 6 + 4 s kdvetkezodleg

1

6+l
2

X=3+

Hasonlé médon kellene mar esetleg utolsé egyenletben y helyett 6 + % - t helyettesiteni, s
kifejtés €s tortkienyészetés utan, keresni azon egész szdmokat melyek kozé z esik; kijove

s kovetkezdleg x =3+ !
1 1
T+ — 6+ I
v T+—
V...
Latni valo, miként lehet igy akarmeddig haladni s x — et végtelen lanctorttel fejezi ki —
melynek minden tovabbi becse nagyobb nagyobb kdzelitést ad. De a munka baja —s

hoszszadalmas voltat tagadni nem lehetne.

hogy esik 7 és 8 koz¢, tehat z=6+
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Elhallgatva még néhany s ismét néhany javaslatba hozott kézelitési modszereket, allapodjunk
meg anndl melyet Legendre hozott javaslatba, s mely biztonsagilag konyiibb kezeléssel
egyesit, s anyival ajanlatosabb mivel a miivelet véghez vitelénél logarithmok hasznal6inak ad
helyet. Alapvondsai a kdvetkezok

1. Akarmely n rangu normalis alaku adott egyenletet at lehet alakitani olyanna
melynek alsé fele x", hatulso fele egy osztat legyen, mind felséjében mind alsojaban csupa +
eldjegyti tagokkal. Mert

a) Vigytik tal mindenik — eléjegyli tagot, ott mindenik + jegyet kap

b) Bonczoljuk 6l az egyenlet alol maradt felét két szorzorészre, melyeknek egyike
legyen x".
c) A masik szorzotarssal oszszuk az egyenlet mindkét felét

Pl x* — 3x* — 2%’ + 4x* + 6x — 6 = 0 ez a kivant alakra igy vitetédnek

XX +4x°+6x =3x*+2x° +6

x5(1+i3+£4j:3x4 +2x°+6
x> x

s 3P +2x+6  3x*+2x +6x°

4 6 X' 14x+6
1+ el + 3
3) Sot az ily alakra vont egyenletnek néha tetemes egyszeriisitéseket lehet ( és kell is)

véghez vinni, mi szerint az n®* s néha tobb emeletei
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x nek beldle kienyésznek pl.



o= 3x* +2x7 +6x*
X' +4x+6
" :3x4+2x3+6
X' +4x+6

osztva x* el ezt adja

Azonban erre, mi nem mindig fordul elé, most még nem tekintve
3.Atalanos képlete az ily atalakitott egyenletnek ez

M
. AX"+Bx"+..+H . , et i
X' = 1 b h hol minden x szam szorzdi lényegesen + eldjegyli
I+ —4+ 4.+
x? XA X"
4. x nek egy becsét a mit ha érte helyettesitiink, az egyenletet igazolja. Tehat itt x nek

becse lesz az a szam, melyet ha egyfeldl n dik emeletre emeliink, masfeldl ha azokat mik M
nél jelelve vagynak vele végbe viszsziik mind két esetben egy eredmény jon ki.
5. Most halljuk az okoskodasokat

1) x nek vagy van valo becse vagy nincs — ( mit az adott egyenlet eldviszgalatai
megmutatnak) — ha nincs, nincs mit keressiink, ha van
2) ezen vald becsek kozott (a lehetd egyenldket minden esetre kienyésztettve) vagy van

+ becs vagy mindenik -, ha nincs + becs, az egész egyenletet ellenkezévé kell valtoztatni azt
oldani fel. Tehat minden esetben csak oly egyenlettel foglalatoskodunk, melynek van vagy
vagynak + becsei
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3) Ha tobb + becs van, ezek kozdl elébb csak a legnagyobbat keressiik. Ezeket
elérebocsatva
4) Vilagosabb szem elé mutatas végett rajzoljuk le x" nek és M nek gorbéjét

Abrazolja AB az altar egyent melyben a kezdd pont 0 és a + altarok B felé, a — altarok A felé
esnek.

Szembeotld hogy a) x" ben ha x = 0 az altar = ¢ és = 0, mas szokkal, x" goérbéje 0 — nal
kezdbdik b) x" ben ha x helyett akrmi + szamot tesziink € is + lesz tehat x" gorbéje 0 — tol
kezdve feliil jon AB —n. ¢) X" ben minél nagyobb szamot helyettesitiink x ért annal nagyobb
lesz a feltar, tehat x" gorbéje folytonosan tavolit Ab — tol miként itt is rajzolva van O F nal.
Ellenben mas fel6l M — ben a) ha x helyett 0- t helyettesitiink az altar = € lesz 0 - ndl nagyobb
—mert M becse lesz ezen esetben A/h, melyek k6z61 mindenik + eldjegyli > 0 1évén, M becsei
ezen esetben mindenik + > 0, mas szokkal M gorbéje 0 nal az
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X" gbrbéjének baljan jar b) ha M be x helyett annak valamely becsét jelesen f.t.dz. a
legnagyobb + becsét helyettesitjiik a kijovo feltar — € lesz = x" , tehat M gorbéje x" gorbéjét at
vagja, s igy annak jobbjara megyen at, azon altar felett hol x — nek igaz becse van c) fol levén
téve hogy az a §x = x igaz becsei koztt a legnagyobb, x — nek tovabbi nevekedésével M és x"
gorbéje tObbszor nem talalkozhatnak, mert kiilonben azon altar mely felett talalkoznanak
mind M — nek mind x" nek becse, még pedig az elébbinek nagyobb becse volna f-t. ellen.
Mind azoknak nyoman M gorbéje allandoul x" goérbéjének jobbjan folytatodik s tehat ily alaku
mar itt DG nél még pedig d) feltarjaban folytonosan nevekedne — altarja nevekedésével, mit
M nek szerkezete egyszerre kimutat.

6. x" gbérbéje akarmely pontjanak neve legyen a n — dik emelete vagy is € = o tehat

mindig o = ve
7. M egyenletben melynek neve legyen @(x) = 0 s M gorbéjének vegyiik nagyobb altarat

= a, mikor x — nek legnagyobb igaz becse lesz € = ¢(a), pl. itt ha a = OB lesz € = ¢(a) = BG,
g tol parhuzamosan az altaregyenhez véve GF —t



