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1 oldal hata

ELSO RESZ

Fo elvek, s analyticai alkalmazasok
ELSO LECKE

Meghatarozasok. Valtozok. Folytonos és nem folytonos, fejlett és nem fejlett. Oszvetett
fliggvények. A fiiggvények hatarai (limites). Leszdrmazott és differential. A differentialis
calculus targya.

§1 Valtoz6 mennyiségnek az neveztetik, melyet gy tekintiink mint tobb egymastol
kiilonbozo értékekkel birdt. Allandonak ellenben az, melynek egy hatérozott értéke van.
Mikor tobb valtozdk,oly kolesonos fliggésben vannak egymas kozt, hogy egynek vagy
tobbeknek értéke megadatvan, abbdl a tobbek is mind kitalalhatok.

Azokat melyek altal a tobbiek kifejezvén fiiggetleneknek mondjuk; a tobbieket pedig (a
fliggetlenek altal kifejezetteket) amazok fliggvényeinek vagy fiiggd valtozoknak.
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§2 A fiiggvény fejlett(f. explicite), y=F(x), vagy y=f(x), z=F(x,y), u=f(x,y,z) stb. jelekkel
jeloltetik, middn a fiiggd valtozok kozvetleniil feloldott egyenletek altal meg vannak adva;
bonyolult (f. implicite), mikor a fliggetlenekhezi viszonya a fliggéknek csak feloldatlan
egyenletekben van kimutatva. Pl. f(x,y) = 0, p(x,y,z) = 0 stb. Megjegyzendd, hogy ha tobb
fliggvénynek ugyanazon jel F, f, p stb. altal jeloltetnek. Ez azt jelenti, hogy a melletok allo
mennyiségekbdl ugyanazon médon alakulnak . Pl. f(x) ugy alakul x b6l mint f(y) y bol..

&3 Alapszanak 1% egyszerti(f. simple) és dsszetettekre (f. composée) a szerint a mint a
mennyiségekbdl egy vagy tobb miiveletek végrehajtasa altal erediilnek és 2°' rationalis vagy
irationalis algebrai fliggvény (f. algébraique) amelyben valtoz6 sem emelet mutatoi, sem
gyOkér mutatdi sem logaritmusban bar mind szerepben, sem trigonometriai fiiggvényben nem
fordul elé, mert ha igy igaz akkor a fiiggvény transcendentalis (f. transcendentale).

§4 Egy fiiggvény y = f(x) folytonos, (f. continue), midén a valtozé minden becsének a
fliggvény egy €s hatar-
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ozott értéke felel meg és mikor egy a fliggetlen valtozdban tett hatartalan kis kiilonbség h =
Ax, a fliggvény értékében is hatartalan kis valtozast Ay hoz elé, vagy a kiilonbség Ay =
F(x+Ax) - F(x) hatartalan kicsi. Ha e két feltét betoltve nincs, a fiiggvény nem folytonos (f.
discontinue). Hatartalan kicsinynek egy erdsen kicsi F hatarul 0-al biré mennyiség
neveztetik, mely hatértalan kisebbedhetik, anélkiil hogy egy kifejezhetd szamhoz érne, vagy
akarmely adott mennyiségnél kisebb lehet. Ax €és Ay positiv s negativok lehetnek minden
esetben novekedés név alatt jeloltetvén.



§5 Mikor egy valtozo egy vagy tobb mennyiségtol fiigg, melyek maguk is mas valtozoktol
fiiggenek, amaz elsd valtozo fliggvény fiiggvényének neveztetik. Pl. z=F(y) és y = F(x)
akkor z az x fiiggvényének fliggvénye.

§6 Altalaban egy fiiggvény hataranak azon érték neveztetik, melyhez ez kozeledik, azon
valtozonak melytdl fliigg, egy hatarozott
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becshezi kozelitésével. Ez a hatar néha bizonytalan s hatarozatlan alakban jelentkezhetik, s
annak kiszdmitasara gyakran kiilonb6z6 mesterséges fordulatokhoz sziikség folyamodni. Igy
L(1+X)

1/x

pl. e fiiggvénynek y = (1+x) "-en és y = , X =0 esetében e hatdrozatlan alakokat

adjak 1% ,% ; s mégis a becsnek Ohoz kozelitésével x~0 e hatarokat mutatjak fol. e=2,71828,

1 : o . .
Le=|— , alévén az alapja az L altal kifejezett rendszernek, | pedig az ¢ alapu vagy neperi
a

logaritmokat jelolvén. E két hatar folotte fontos 1évén adjuk itt levezetésoknek és
kiszdmitasuk mddjanak kimutatasat.

A valtozo6 x Ohoz vagy — végtelenhez kozelitvén, positiv egész vagy tortes vagy véges
X
negativ eredményeket adhat. Nézziik az elso esetet.

1 . o 1AA
Ha —=m, m egész szam 1évén, lesz
X

1 m
(1+x)* = 144 :1+1+mm_—l%+w%+m stb
m 1 2 m 1-2-3 m

(binomi tan szerint) vagy megtevén az osztast és egyszerusitést:
1
(1+x)* =2+l 1—i +ll 1—i 1—z +lll 1—l 1—2 1—i +... stb.
2 m) 23 m m) 234 m m m
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Ha x erdsen kicsi, az m er@sen nagy, az egyenlet utos6 felének m-es tagjai positivok, y tehat
1

(1+X)* nek hatéra > 2. Azonban az egyenlet e fele novekedni fog, ha elmellézvén a
negativokat —1/m, -2/m, -3/m stb., minden alsok 3,4 stb. helyett 2-6t tesziink, mikor lenne

1 1
lim (1+Xx)* = 2+%+%+%+%+...=3, tehat (1+ X)*nek hatdra 2 és 3 kozt van. Ezt e nek

nevezik. Az m et erdsen nagynak vévén teljesen ki nem fejezhetd e nek egy kozelitett becse j6
ki. pl. m=1000000 1évén, lesz e=2,71828 1000000 pontosan.

Ha —egy tortes szdm, két egymas utan kovetkezd egészek, m és n kozott van, s lesz, —=m
X X

1
+u=n-p, x<l , x>l; e fliggvény (1+X)* bizonyosan e kettd kozt fog allani.
m n



1 m 1+42 1 n 14
(1+ljx :((HLJ J és (1+1jx :((Hl} J
m m n n
Ha x végetleniil kisebbedik az m és n végetleniil nagyobbodnak, akkor (1 + ij és (1 + lj
m n
mindketten ~ e (itt egy jel van a tart fel¢ helyett), az exponensek [1 + ﬁj és (1 —ﬁj

m n
hatartalanul ~ 1, s tehat a két képlet
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1 1
x X 1
(1 + l} és (1 + lj , valamint a koztok kozbiil allo (1+X)x is ~e.
m n

. : . 1
Ha végre x egy negativ tort > -1, 1+x kisebb lesz mint 1, lehet tenni 1+ X = , o lesz egy
a

positiv de ~ 0 szam, ¢és lesz ekkor:

l+a

-— l+a
(1+ x)% = (Lj © = ((l + a);) tehat itt is ez utosonak hatara = e hatéra lesz (1+ X)i .

1+«
I Nézziik a masik kifejezést %)
X
1
La+x)* =X st

1

lim Ld+x =limL(1+ X); = Le (fenn biz SzK)
X

vagy egy ismeretes logarithmi igazsagnal fogva

lim Ld+x) = 1 s kovetkezoleg
X la

fim 100 _ 1y
X le

§7 Ez osztat % = F(x+ AAX) —FX) , ha Ax = 0 veszszik, e hatarozatlan
X X

alakot adja o ; a valoban mégis hatarozott értéke van, mely rendesen x nek

valamely fliggvénye, y kifejezi azon szegelet trigonometriai tangensét, mely
szOget az altar egyen és a tangens valamely fliggvényi gorbénél (rajz 1.)).
Ez az 0j fliggvény
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az értékkiilonbség becskiilonbséggeli osztatanak hatara, leszarmazott (derivée) nevet visel €s

y’ vagy F’(x) v. lim AY i F A0 —F(X)

jelekkel jeloltetik.

§8 Mivel % nek F’(x) csak hatéra, tehat ez amattél mindig kiilonbozik valamiben = € mely €
Ax kienyésztével 0-a valik, tehat

Ay F(X+AX)—-F(x)
AX AX
Ax=y’Ax+ eAx ez utds kifejezés elso tagja (y’Ax) azaz a leszarmazott y’nak, és a
becskiilonbség Ax nek szorzata neveztetik differentialnal (differentielle), vagy
értékkiilonbségi hatarnak, s dy nal jeloltetik: tehat dy = y’Ax = £(x)Ax vagy akar = y’dx =

£ (x)dx, mert a fenebbi meghatarozasokbol foly, hogy a valtozonak differentialja dx =
novekedése Ax.

Egyébirant a differential hatarozott, vagy hatarozatlanul kicsiny lesz a szerint a mint Ax vagy
dx is hatarozott vagy hatarozatlanul kicsiny. Mikor Ax hatartalan kicsiny, akkor ¢ is ilyen,

Ay

mert ekkor A_ csak hatartalan kevésben
X

F'(X)+ ¢, és kovetkezdleg Ay = F(x+Ax) - F(x)=F’(x)Ax + ¢

5 oldal

. . A
kiilonbozhetik a maga limesetdl dytol, tehat akkor az egyenletben A_y =y’+g, ellehet az -t
X

melldzni, s lesz Ay=y’Ax=dy, miben az van mondva, hogy a differential mikor hatartalan
kicsiny, egyenl6 az értékkiilonbséghez €s viszont.

§9 Egyszerli €s Oszvetett képletek leszarmazottjai s differentialjainak kikeresése, a a
leszarmazottak ¢s differentialok tulajdonainak kiilonb6z6 analyticai és geometriai kérdésekre
alkalmazasa — teszik targyat a Differentialis calculusnak.

MASODIK LECKE
Egyszerti képletek leszarmazottjainak €s differentialjainak kiszdmitasa

§10 Egy alland6 mennyiség leszdrmazottja és differentialja sziikségkép = 0
Tovabba:
or r Ay AX ’
1™ y=a+x re nézve: — =— =1, (mert Ay=Ax+0=Ax) tehat
AX  AX
lim Ay/Ax =y’ =1, dy = yAx = dx.

2y =a—x re nézve ﬂ:—&:—l,tehéty’=- 1, dy =y'dx=-dx
AX  AX
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Ay AX

y=ax re nézve — =a— =a; tehat y’=a, dy = y’dx = adx
AX  AX

3 SZor



a a

4% yZEre nézve —- &y _ x+ Ax x_ _ ~@ , Y'= dy y'dx = adx
X AX AX (x + AX)X
5% y=x""ra nézve, 4y _ M X 1+ & -1 x t kivive, elnevezvén ax =a
AX AX AX X AX X

és (1+ta)'- 1=

a €s B két Ax el hatartalanul kisebbedé mennyiség lesz €s lesz

% =x*" s , tovabba ezen egyenletbdl (1+a)*" = B kovetkezik, hogy (1+0)*= p+1; 1(1+p) =
X a

1+ a) s 11+ 5)

a

ld+a) =1+y €s WT,& =1+ 1évény és 6 a 0 hoz kozeleddk, e két egyenlet az elébbivel
a

al(1+a), azonban mindketté kdzeledvén egyhez = ~1; tehetjiik, hogy

Oszvevetve adandja azt: I = aﬁ mely ~a
o I+y
s kovetkezdleg
limﬂ =x*" s =ax*", szoval
AX a
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ha x valamely emelésének leszarmazottjat keressiik, az emeletmutatdt vegyiik szamszorzonak,
az x et egygyel alsobb emeletre szallitvan le.

X+AX X AX

6ory = a’"re nézve 2y _a -a._ a” a -1 ,nevezvén a™ —1=q , abbdl Ax = L(1+0); s
AX AX AX
leszﬂ:aX « __ 8 és
AX Ll+a) Ll+a)
o
lim 4 y'= 2 _aMacs dy = y'dx = a*ladx
AX Le
Mikor a=¢, a*=¢e" akkor y’ = ¢", y’dx = e"dx
L X+ AX
7%y = Lxre nézve — y L(X+A%) = LX X__ nevezvén ax =, ebbdl Ax = ax, lesz
AX AX AX X
ﬂle: és lim ﬂz y':Ezi, dy= y'dyzﬂ
AX X « AX X xla xla
dx

Mikora=¢e¢y=Ix lesz y—— dy——

Ay s1n(X + AX) —sin X
AX

8or y = sinx re nézve — ,nevezvén xtAx =a+Db, x =a - b, melybdl

AX AX
a=X+—~éb=x——:;
2 2

sin(x+Ax) — sinx = sin(a + b) - sin(a - b) = 2sinbcosa = 2sin(%) cos(x +%) , lesz



6 oldal hata

sm( j
A —Zcos X+ ax és limﬂ =Yy'=cosX a tarszegelet sinusa =
AX AX 2 AX

2
. T . . . T
sm(x +E] sin(x+m/2), és dy = cosxdx = sm(x +3j dx

4y COS(X + AX) ~ cosX s egy az elébbihez hasonld és alakitas

Oszer y=cosXx re nézve —

AX AX
. [ AX
sin| —
nyoman y_ 2 sin| X+ és
’ T A&
2
. Ay V4
lim— = y'=—sinX =cos| X+—
AX 2

dy = -sinxdx = cos(x +%) dx

10" y = arc.sinx re nézve
X = siny, cosx =v1-X> , Ax = sin(y + Ay) - siny

a fennebbiek szerint
Ay

Ax=2 sin(%j cos(x + %) és Ay !

{7

\/_

. Ay 1
lim— = =
AX cosy J1=x2

11%" y = arc.cosxre nézve

és dy =

X = cosy, siny =v1-x* , Ax = cos(y+Ay) — cosy = — ZSin(%] sin[x + %j,
Ay
&_ 2 L
A sin Ay sin| y + Ay
2 2
im2Y = LV .
AX  sin y \/_ x> 1—x2

Jegyzet: arcsinx’ és arccosx’ fliggvényeit 6szve
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1 1
+ —
V1-x* ( V1-x*

allandé mennyiség = 90°, minek a differentialja mint tudjuk = 0

adva ] =0 a mi természetes is, mert arcsinx + arccosx mindig egy

HARMADIK LECKE

Fiiggvények fiiggvényeinek, dszvetett és fejletlen fliggvények leszarmazottjai és
differentialjai

§11 Tegyiik fel, hogy z fiiggvénye x fiiggvényének, ez egyenletek altal kifejezett: z = F(y), y

= f(x). xet Ax el novelvén, y és z is Ay és Az vel fognak ndvekedni, s lesz:

Az _F(y+Ay)-F(y) _ F(y+4y) Ay

AX AX Ay  AX

F(y +Ay)
Ay

lenne; jeloljiik a leszdrmazottat z’y; 2’ el jelolentsiik z nek x re nézve nyerendd

Az elsd factor nek hatara = z nek leszarmazottja y ra nézve, mintha y fiiggetlen

. . Az . A . .
leszdrmazottjat az az lim ™ ; a masodik factor A_y (hiba) hatara y’x=y nak x re nézve y’ je,
X z

végeredményiink tehat z’, = z’y.y’x.
Igy tehat egy fliggvény fliggvényének leszarma
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zottja = két leszarmazottak szorzata; egyik z’y ugy nézve y-t mint fiiggetlent, a masik y’s.
Jelolvén dyz, dyz, dyy nel z nek x re és y ra, y nak x re nézve differentialjait, lesz (&8 nak
értelmében)
dyz = 72’ dx; dyz = 2’ dy; dyy = y’«dx vagy y’dx s kovetkezdleg:
dz_d,z dxy;dxz iy d,z A,y 4
dx dy dx dx X X
Megegyeznek hogy az x és y aljegyeket elhagyvan irjak csak igy
de_dzdy dry  ddy

és
dx dy dx dx dy dx
Az alsOkat soha a felsdktdl el nem valasztvan hogy, azok jel6ljék miszerint a diff. Most x re

majd ujra nézve,. igy g—; tulajdonképpen nem tortszam, hanem csak egy jelolés, egy jegy,

mely z nek y ra nézve differentidljat jelenti. S gyakran irjak dz = ;I_Z% dx ama helyett, mert a
y dX
masodik tag eléggé kimutatja (a dx altal) hogy az els6 (dz) x re nézve differ.
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Hau=F(z); z=1(y); y = f(x) lesz
Au _ F(z+Az)-F(2) f(y+Ay)—f(y) Ay
AX Az Ay AX

A masodik fél harom factoranak hatérai e leszarmazottak u’,,z’y, y’x; unak zre, znek y ra, y
nak x re nézve leszarm. Lesz tehat u’x=u’,.z’y.y’y, s egy fliggvény fliggvényének




leszarmazottja mindig = szorzata mindenik valtozand6 arra nézve leszarmazottjainak mely
utan kovetkezik vagy a melyrdl kdzvetleniil vagy tekintve azt mint fiiggetlent; s a fennebbi
jelolésekkel

du_dudyzdy dudzdy &

dx dz dy dx dzdydx

du = CI—uﬂd—ydx
dz dy dx
Alkalmazasok

1. Haz=y;z’ =y’;dz=dy

2. z=a=y,ylévén x nek fliggvénye, lesz
gz _ ﬂ ,dz=
dxdx

Ha egy fiiggvényhez allandot tesziink az annak leszarmazottjan vagy differential-

+dy
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jén semmit sem valtoztat; s tehat két egymastol csak allandoban kiilonbozo fiiggvénynek
ugyan az diff. és leszarmazottjuk

3. z=a.y; % dy ;dz=a dydx ady
dx dx dx

differentialni kell az allandot elébb tekintetbe se véve, melyet aztan egyszeriien
szamszorosava teszink.

dz  ady a a dy _ady
4. z=a/ —— 2 =——Vy"dz=———>dX
2TV T y2dx 2 v y? dx v
o, dz )Y aa dy a-1
5. z=y, —=ay” —=a “dz=ay® —=ay”d
Z=Yy, dx y dx y*y y dx y dy

- = dy
z=4y = yz;dz:—y 2dy=—
Wyl
Egy masodrangu gyokér differentialja a mindig a mennyiség differentialja osztva a gyokér
kettdssével

7. z=a’ gz _ aylaﬂ ;dz =a’lady
dx dx’
8. z=Ly; E ! ﬂ; 71=—o ! dydx=d—y
dx yla dx yla dx yla
. dz dy dy
9. z=siny; — =cos Yy——;0z = cos y—=dx = cos ydx
dx dx dx

10. z = cosy; % =—siny gy dz =.sin ydx dz/dx = - siny.dy/dx; dz = - siny.dy
X

ll.zzarcsiny;Ez;ﬂ;dZ:;ﬂdX: dy
dx 1_y2 dx 1_y2 dx 1_y2
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dz_ 1 dy . ___dy
dx 1o x? dx’ 1-x°
dy

Altalanos szabély: Ugy kell differentialni mtha y fiiggetlen valtozandé volna, azutin ™ vagy
X

12. z=arcccosy; ; HIBA

dy helyett becsoket kell venni, melyet y=f(x) bdl kapunk ki.

§12 Nem bajosabb az 6szvetett fliggvények differentialjait és leszarmazottjait kiszamitni
. u=z+ylesz:

AX  AX Ax dx dxadx
Két mennyiség dszvetének s kiilonbségének leszarmazottja vagy differentialja = a két

mennyiség diff. leszarmazottjainak dszvete s illetdleg kiillonbsége

tdz;du=dy+dz

2. u=zy
Au_@rdoy+Ay)-zy Ay Az Ay
AX AX AX AX  AX
limAu u'—d—u—zﬂ+y£—zy'+yz'-

AX dx dx dx ’

Altalanosabban ha w = v.u.z.y....lesz

b

W
w = (;—Zuzy...dv’ +vzy...du’ +.vuy...dz’+....
X

dw =uzy...dv + vzy....du + vuy...dz + vuz....dy +....
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Szoban kifejezve: egy szorzatnak differentialja = az egyes factorok differentialok szorozva
rendre a tobbiek egyszerli szorzataval, s mind ezek dszveadva.
Mas uton is ez eredményre juthatni.

W=UVZy...., W =u".v'.Z".y"..... €s
Iw?=Iv"+ [n* + 12+ Iy* +.. Az egyenlet két felét differentidlvan lesz
2
aw = d—quﬂ +— gz dy .. oldaljegyzet: A w” nek diff ja = dV\g §10 7 pont szerint
w

W u v z Yy
dw=uzy...dv + vzy....du + vuy...dz +....
Jegyzet: Mésodik emeletet irtunk a végett, hogy az imaginarius logaritmokat keriiljiik el azon
esetben mikor u, v, y ... hatdk negativok lennének
Pl. z=xlIx; z=x"¢e™

Az ZAy
pusi M (18 2hL Caa
y A (y+AY y)AX  y(y+Ay)
im0 du_yzezy g yar - zdy
AX X y y

Egy tortnek differentialja = az als6 szorozva a fels6 differentialjaval, ebbdl kivonva: a felsd
szorozva az also differentidjaval, s az egész osztva az als6 masod emeletével.
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Mas uton is ez eredményre juthatni.
Y i 212 q2 du_dy dz zdy — ydz
U==blllu"=ly"-lz"; —=——-— és du=—"——
z u y z z

4. u=y%lu= zIy;OL—u = zd—;+dzly és du = y* ' (zdy + ylydz)

§13 E kiilonb6z6 pontok figyelmes megtekintésébdl a kovetkezd altaldnos szabalyt lehet
elvonni: mikor dszvetett fiiggvény differentialja kerestetik, differentialni kell részre mindenik
tagot, mintha a tobbi allando volna, s az igy kikapott differentidlokat 6szveadni. E szabaly
értelmében v = uyz, u = y*, u = x* egyenletekbdl dv = yzdu + uzdy + uydz, du = y*'(zdy +
ylydz), du = x*(1+Ix)dx

Alkalmazasok
. . 2
y=tanX = SIn X ;dy = COS X dx + szx dx;dy = d)i =(1+tan” X)dX;
cos X cos X cos” X cos” X
: 2
y=cotX= Cf)sx ;dy = —S?nx dx — C,Osz X dx;dy = — ‘d>2< = —(1+ cot® x)dx
sin X sin X sin” X sin” X
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sin'y dy By ) dx
y = arctangx; X = tangy = ; dx=——=— ebbdl dy =dxcos" y = 5
cosy cos” Yy 1+ X
.2 dx
y = arccotx; dy = - dx.sin"y = — 5
1+ X

Ha még altalanosabban u = F(y,z), y és z is X nek bizonyos fiiggvényei levén, a fennebb
kimondott szabaly szerint Au két részbdl allani.

Ez az egyenlet (mely a differentidlok keresésében felette fontos) kdvetkezd uton kihozhato:
Noveljiik x et Ax el y,z,u is Ay, Az, Au val ndvekedni fognak. S lesz

Au _ F(y+Ay,z+Az)-F(y,z) F(y+Ay,z)— F(y,z)ﬂJr F(y+Ay,z+Az)- F(y+Ay.z)£

AX AX Ay AX Az AX
. . du st e .. . dudy
Hatart keresve, az egyenlet elso fele lesz d—; a masodik f¢él elsé tagja @ dx az az szorzata
X y dx
dy

™ nek F(y,z)=u differentidljaval y ra nézve,
X
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mintha csak y volna valtozando ¢és z allando. Hogy a mésodik tag hatarat jobban kikaphassuk
F(y,z+A7)-F(y,2) Az
Az

vegyliik, hogy Ay=0; lesz ; s ha azon kiviil teszsziik hogy Az = 0,



. . . Az
vildgos hogy ezen tagnak is hatara nem egyéb mint szorzata ™ nek az u = F(y,z)
X

leszarmazottjaval z re nézve mintha most z lenne a valtozando, y pedig allando. Tehat

du dudy+dudz s du :d—dy+d—ud

dx dy dx dz dx dy dz

Ha lenne w = F(y,z,u,v,...) hasonlé6 médon kikaphatndk hogy

dw= 3—\;de (jj—\;vdz +?j_vdv+ .dw = dw/dy.dy + dw/dz.dz + dw/du.du + dw/dv.dv +..

fgy az 6szvetett fiiggvények differentialasara fennebb adott szabalynak pontosan be van
bizonyitva, hogy tudni illik csak az egy tagokat rendre (a tobbieket 4llandonak tekintvén) kell

differentidlni és az igy kitalalt differentidlokat 6szveadni. Ezek ((jj—wdz , Cdj—Wdu stb
Z u

F(u,z,y,v,...) részleti differentidljainak neveztetnek. (diff. partielles)

11 oldal hata

. . du du . ,
Pl. Ha u = F(sinx,cosx) levén sinx =y, cosx = z, du = d—cos xdx —d—sm xdx , és hau = cos’x
y z
+ sin’x;
du = -2cosxsinxdx + 2sinxcosxdx = 0

§14 Hatra van még a bonyolult fiiggvények differentidljainak meghatarozasa

Lattuk mar hogyha x nek két fliggvényei y és z egyenldk, az az mindig ugyanegy értékiiek,

akéar mi legyen az x, az egyenletbdl y = z kovetkeznek ezek: y + Ay = z + Az; Ay % y =
X

z’, dy = dz, ezen fliggvények differentidljai és leszarmazottjai is egyenlék. Ha tovabba x nek

fiiggvénye 0 hoz egyenld akar mi legyen x, differentidlja €s leszarmazottja is 0 lesz, ez

egyenletbdl y = F(x) = 0, kovetkezik hogy

y + Ay = F(x+Ax) - F(x) = 0; Ay = 0; ﬂzo;ﬂ: y'=0;dy=0

AX dx

Ez igy levén vizsgaljunk meg egy bonyolult fiiggvényt, melynek egyenlete ez u = F(x,y) = 0.

Ha az egyenletben y helyett annak becsét y = F(x) tenndk (melyet az egyenlet feloldasaval

beldle nyernénk) — a helyettesités altal szarmazo6 egyenlet F(x;f(x)) = 0 hasonlélag
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0 hoz egyenld levén x akarmi legyen, igazolva lenne az egyenlet. S tehat a differential és a
leszdrmazott is 0 lennének. Ha mar y t ugy tekintve mint x nek fliggvényét — differentialni
akarjuk F(x,y) - at ezen differentidlnak is 0 hoz kellene egyenlittetni, azonban F(x,y) = 0, csak
egy kiilonos esete ezen egyenletnek u = F(y,z); az t.i. midén u =0, y = f(x) és z = x. Ennek
differentialja tehat

du du
LS +d—dy és lesz S g +d—udy 0, ebbdl —= & __dx g dy = dx X dx
dx dy dx dy dx du “du

dy dy



Konyii tehat minden esetben F(x,y) = 0 nak feloldasa nélkiil a leszarmazottat % ,sadifftdy
X

t kikapni. Csak az egyenlet elsé felének rendre mintha y és x fiiggetlen valtozanddk volnanak
leszarm. kell venni; e leszdrmazottaknak osztata ellenkezd jeggyel lesz a leszarmazott dy/dx; s
ezt dx el szorozva a differential dy.

Példak:

12 oldal hata

1)y’ +x°- 3axy = 0; d—u:3x2 —3ay;d—u:3y2 —3ax tehat
dx dy

dy 3x’-3ay x’-ay ay-x’

dx 3y’ -3ax yl-ax y’-ax

2,y"-x'=0 du_ yXIy—yxy’l;d—u: xy*" = x’Ix tehat
dx dy

dy  yily—yx'  x2-xly

dx  xy*—xVIx  y*—x’Ix

X1 _

Jegyzet. A fenebbi egyenletekben d_u’d_u helyett gyakran d—F,d—Ft irnak.
dx dy dx " dy

NEGYEDIK LECKE

Alsobb rendii leszarmazottak és differentialok;
Valtozas a fliggetlen valtozandoban. Képzetes (imaginaire) fiiggvények differentialjai

§15 F(x) nek x akar mely fiiggvényének leszarmazottja F’(x) x nek ismét egy fiiggvénye
levén ennek is meglesz a maga leszdrmazottja €s differentidlja. S latni valo hogy egy adott
fiiggvénybdl mint F(x), egész sorat lehet lehozni ujabb fliggvényeknek, melyek mindenike
leszarmazottja
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ja lesz az elébbinek. Ezek az 1j fiiggvények neveztetnek y = F(x) kiilonb6z6 rend
leszarmazottjainak s igy jeloltetnek.

v,y Y Ly P (x), B (x), B (x),. . F(X).

gy y’ = F’(x) lesz els6 rendii leszarmazottja y = F(x) nek, y*” = F*’(x) ugyanannak
masodrendi, s y’’ egyszersmind y’ nek elsérendii leszarm. Végre y" = F'(x) lesz y nak n ed
rendii, y™' nek pedig elsrendii leszarm. (n akar mely egész szamot jeldlvén)

§16 Mivel a differential dy = y’dx, a valtozand6 x nek egy els6tdl kiilonbdzo uj fiiggvénye,
ezt is tobbszor egymasutan differentidlhatjuk, miéltal ennek tobb kiilonb6z6 rendii
differentialjait fogjuk kapni. Ugy latszik, hogy ezeket igy kellene jeldlni: dy, d.dy,
d.d.dy...stb, de a rovidség okaért megegyeztek, hogy azt igy jeldlj¢k: dy, d’y, d’y, d"y.

A kiilonboz6 rendii leszarmazottak és differentidlok kozt nevezetes 0szvefiiggések 1éteznek,
melyeket azonban némileg ugy tekinthetni, mint bizonyos egyezmények eredményeit.
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L?y nak kiszamitasa végett differentialni kell dy = y’dx ez, de ¢ kitételben a dx et (mely az
elsd differentidlasnal tett kényleges ndvekedése Ax e volt x nek) ugy nézziik mint fiiggetlent a
valtozand6 = x t0l; s valoban az is, mert vele nem valtozik. Tehat y’dx = F’(x)dx egy szorzat,
melyben az egyik factor dx allando; annak leszarmazottjat ugy kapjuk ki, ha x et ujra néveljiik
F'(x+ Ax)—F'(Xx)
AX
természetesen y”’dx; ez leszarmazottja dy nak, s ha megegyeziink, hogy a masodik novekedést
AX et egyenlénel vegyiik az els6hez dx-hez, dy nak diff-ja lesz y”dx*; s lesz d*x = y”dx?; Igy
tovabb menve hasonl6 uton ki j6, hogy d’y = d.y”dx* = dx*dy” = y’*’dx’;
dly =y dx; dy = y™dx";
Tehat egy ned rangu differential = az ned rangu leszarmazott szorozva dx nek, a valtozando
kénylegesen felvett ndvekedésének n edik emeletével; és viszont az n edik leszarma-

egy uj Ax el és annak ami kij6 hatasat veszszsiik: u.m. dx nek; ez a hatar
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mazott = azon szam, melyet dx = Ax nek n edik emeletét szorozni kell, hogy kij6jon az n ed
rangu differ. Ezért neveztetik néha y™ az n ed rangu differential coefficiensének.

Az altalanos elveket alkalmazzuk elébb egyszerti fiiggvényekre.

1. y=a+x,y =1y =1y"7=0,..y"=0.

Dy =dx; d’y=0,dy=0, ...,d%y =0

2. y=a-x;y=-1y"=0,....y"=0

dy=-dx; d’y=0, ...,d"% =0

3. y=ax;y’ =a,y’=0,...y"=0

dy =adx; d’y =0, ...,d"y=0

4. y=a/x;y’ =ax ',y =-lax% y’ =+2ax>, ...,y =(-1)"1.2.3...n.ax ™V,

d"x = (-1)™.1.2.3...n.ax ™Vdx". ITT HIBA VAN

Az els6 szamszorzo (-1) " azt jelenti, hogy a képlet — jegyil, mikor n paratlan, + jegyii mikor n
paros.

5. y=xy =ax";y’ =aa-1x*?, .., y"=aa-l.a-2....a-(n+1)x*"
d"y=a.a-l.a-2....a— (n+1)x*"".dx"
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Ezen n ed rendii leszdrmazott sohase lesz = 0, mikor a nem egész szdm (mert ekkor a 0
atugrodik), de semmivé valik, ha a egész szam, akkor mikorn=a + 1, és igy x*nak a+ 1 ed
rangu diffja és leszarmazottja nulldk, ez a d rangu leszarmazott pedig ezen allando:
a.a-l.a-2....1;v,1.23...a

6" y=a%y =a'la;y”’ =a'la’; ..., y™ =a'la"; d"y = a"la"dx"

Minden nemii leszarmazottjai e* nek ismét ugyanennyit tesznek. e™ nek leszarmazottjai pedig
vy =-ey =45 ..., y" =(-1)"e™ és d"e™ = (-1) "e*dx"

1 1

)y =Ly y=—=Lxly=—L

-2 n (_I)W1 -n
=— X2,y ="t —123..(n-Dx
xla la la la

n (_l)n_l -Nn 4y N n n
d'y=—=—123...(n=Dx"dx" =(=1) dx" stb

L, 1.23..nLe
la "
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8%y = sinx; y'=sin(x+%), y"=sin(x+2 2), Ly® —sm(XJrn j d(”)y=sin(x+n jdx

sm(x + ngj nek csak négy kiilonbozo értéke lehet; n valoban nem lehet mas mint egy ezek

k6zol: 4m, 4m+1, 4m+2, 4m+3.

Az elso esetben sin(x + n%} = sin(x + 2m @) = sinx
. ) T . V4

A masodikban sm(x + n?j = sm(x +2mz +Ej =Cos X

A harmadikban sin(x + n%) =sin (x+2mmn + 1) = - sinx

A negyedikben sin(x + n%) = sin(x +2mmz+ 3%) =—CoS X

Jobboldali jegyzet: Mert m = 180, tehat 27 és 2mn mindig ugyanoda, azon sinushoz ér
viszsza, a kornek keriiletében SzK

Tehat sin x leszarmazottjainak négy kiillonbozd értékdk van, melyek viszsza keriildleg egy
mast valtogatva kovetkeznek.

9'y=cosx, Y —cos(x+ ;/j y”—cos(x+2 2} Ly =cos(x+n 2} d'y= cos(x+n jdx”

Tehat a leszarmazottaknak négy egymast felvaltd alakjok van cos x, -sin X, - cosX, sin X,

melyek hasonlélag egymdsutan kdvetkeznek.
3 5

1
10.) y =arcsinx, y'=(1-%>) 2;y"=(1-x>) 2;y""'=(1-x*) 2,stb hiba!!!

1 3 5

11.) y =arccos x; y'=—(1-x2) 2;y"=—(1-x2) 2;y""'=—(1—-x?) 2,stb hiba!!!
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§17 Mikor z egy a kovetkezd egyenletek altal z = F(y), y = F(x) meghatérozott fliggvény
fiiggvénye, akkor kikaptuk hogy

'= a = Eﬂ, azt masodszor is differentialvan, - s megjegyezvén hogy dz y nak, v
dx dy dx dy dx

pedig x nek fliggvénye — lesz:
dzz:dzzdy dzd’y &

dx*>  dy® dx’ dy dx*’

d’z dz

dy? dy

Egy harmadik differentidlas adja:

d’z _d’zdy’ N d’z dy dy’ +£d3y .
dx* dy’ dx* T dy? dxdx® dydx’ ’
d°z :j—yzdy gyfdyd v+ j;d y
Példa. z=ly, y = sinx. Lesz

d2

—dy’




dy = cos x dx; d’y = - sin xdx?; d’y = -cos xdx’

dz_1_ 1 dz_ 1 _ 1 dz_2_ 2
dy y sinX dy y>  osin?x dy’  y' sin’x
2
dz=dlsinx.=< , dx;d22=d2|sinX=— .dX2 )
Sin X Sm- X
d°z = d*lsinx = 222 ¥ g,
SIn” X

E példéak eléggé kimutatjak az egyenletekben kdvetendd utat.
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§18 Tegyiik végre hogy u dszvetett fliggvény és u = F(y,z), y = ¢(x), z = y(x) tudjuk hogy
d_u du dy du dz
dx dy dx dz dx’

'—

Differentialjuk masodizben, megemlékezvén hogy (;_u’;i_u ynak és z nek kozvetlen fliggv. De
z

x nek fliggvény fliggvényei, - mig % —3—2 csak x nek fiiggvényei; tovabb jeldlvén
X X

d’u d’u , ,du_, du . - B} Ny ,
_—, altal —nak és — nek leszarmazottjait, az elsét z re a masodikat y ra nézve,
dzdy dydz dy dz

vagy azt a mi kij6 ha ezt elobb y ra aztan z re, vagy a masodik esetben elébb z re aztdn y ra
d’u  d°u
dzdy dydz

nézve differentidljuk; megmutatandjuk késébb hogy e két mennyiség egyenld.

Ezt feltéve, ugy talaljuk hogy:
dzu_dzudy2+d_ud2y+2dudydz d_ud_zszﬂd_z2
dx*> dy”> dx* dy dx* ~dzdy dxdx dz dx*> dz® dx’
d*u du —dy? +2dudydz+d—ud z+d udz2
dy’ dy dzdy dz dz?

Harmadszori differentialas végett jel6lndk

3 3 2 2 2
d—uz,d—uzvel leszarmazottjaikat ¢ mennyiségeknek d lj, du ,d g, az elsonek dz re a
dzdy“ " dydz dy” dzdy dz

masodiknak dz re és dy ra, a harmadiknak dy ra nézve, megmutatandjuk alabb hogy

d2
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Mind ezen leszarmazottak csak két hatarozott értékkel birnak s
du d'u  du 56 du du  du
dzdy®> dy’dz dydzdy dydz® dz’dy dzdydz
3

3—‘;‘ nak vagy d*u nak értékét; Példaul
X

; a honnan konnyi lesz kiszamitni

u=yz,y=sinx, Z = cosx

2 . 2
dy = cos x dx; d"x = - sinx dx
dz=-sin x; d’z = - cos x dx*



dy “dz v dy? dzdy dydz
du = zcos x dx — ysin x dx = cos” x dx — sin” x dx

d*u = -cos x.sinx dx* — 2cos x sin x dx* — cosx sinx dx*
az az d*u = -4cos x sin xdx*

du du d?u d?u d?u
— Z. . _O- —

A fennebbiek nyoman konynyi kiszdmitni hogy n edrendii leszarmazottjai e fiiggvényeknek:
u=y+tz;u=y—-z,u=az+bz+...

u=ax"+bx""+ ... px’+qx+r;ezek:

d"(y+z)=d"y+d"z d" (y-2)=d"y - d"z;

d"(az+bz+...)=ady+bd"z+...;

d” (ax™+ bx™' +...)=1.2.3....n.adx"

d™! (ax" + bx™" + ....) = 0, (mert a szamszorzok kozé a 0 is beléjon)

Egy 0szvet vagy kiilonbségnek n edrangu diffja = az egyes tagok n edrangu diff.jainak
Oszvete vagy kiilonbsége.
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Jegyzet. Vegyiik ujra ez egyenleteket:

y =1(x), y’ = (x) = dy/dx

Mikor x fiiggetlen valtozandd, akkor kozvetleniil ki lehet kapni a kiilonb6z6 leszarmazottakat
¢s differentidlokat, ugy tekintvén dx et, mint 4llandot; de ha x nem fliggetlen, hanem egy
masnak a fliggvénye, dx is ennek egy fiiggvénye lesz, s rendre tobb leszen, differentialvan ez
egyenleteket

y =1(x); y’ = f(x) = dy/dx és a fennebbi szabalyokat tartvan szem elott, lesz:

dy = £(x)dx; d’y = £’ (x)dx* + £ (x)d*x

dly = £ (x)dx’ + 3 (x)dxd*x + £(x)d’*x

dy
dy dx  dxd’y—dyd>x

'— —; "— d — =

=Y dx dx’
dxd?y —dyd*x

" dX3 dX(dXd3y—dyd3X)—3d2X(dXd2y—dyd2X)

y"'=d - (
dx dx
fgy elészor atmenvén azon esetté] midén x fiiggetlen, arra mikor nem az, y’, y**, y’*” becseire
2 3

ﬂ, d g/’d 2/ ért csak azon uj értékeket
dx dx®  dx
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kell helyettesitni melyeket az az elébbi egyenletek adtak. 2. Viszsza menvén azon esetre
mintha x fiiggetlen, csak allandonak kell venni dx et, s kovetkezéleg d’x =0, d*x =0, ...

dy , d’y . d’y
dxay - y - 3

valoban igy 1smét kijo hogy y'= v q
X X



3 Ezen helyettesitésben s a valtozando ezen valtoztatisaival csak az elsérendii leszarmazott
dy/dx marad meg; ugy hogy azon képletek melyekben csak elsérendii leszarmazott fordul elé
ezen alakot minden esetben tartjak.

§20 Egy u = F(x,y) = 0 egyenlet altal megadott bonyolult fiiggvény kiilonb6z6 rendt
leszdrmazottjai s differentialjai kikeresésére ezen (fennebb létrehozott) egyenletbdl lehet

du du
kiindulni% = SX v.dy = gx dx mely tobb versen??? differentialtatvan, kdzvetleniil

dy dx
megadna a keresetteket; de igen gyakran konnyebb azon egyenletbdl hozni ki a
differentidlokat, melyek a kovetkezd egyenlet differentialjabol jonek ki: 3—de 3—;dy 0
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Az egyenletben valamint azokban amelyeket ebbdl kihozhatni, a részbeni leszarmazottak
du du d’u
dx dy dx*
y, s annak differentialjai dy, d’y, d’y, ...Ggy tekintendSk, mint x ben kifejezett értékiiek. E
szerint azon egyenletek elso felei mindig = 0, s tehat differentialjaikat is 0 hoz kell egyenlitni.
Igy fog kijoni:

s’u . 5°u dy S’u dy’ : 5’
X Xy x N X 5y X’

atalanosan x nek ¢és y nak fiiggvényei lesznek. Ellenben a bonyolult fliggvény

y =0stbh

Sziikség néha diff. €s leszdrmazottjat venni képzetes fliggvényeknek is, melyek mindig ily u +

—1 alakra viszszavittek lehet folvenniink (u €s v redl mennyiségeket jelolvén). Ezt foltéve,
ha egy képz. véltozando hataranak azt nevezziik ami kijon ha u és v helyett az 0k hataraikat
helyettesitjiik, s ha még a real mennyiségek diff. és leszarmazottjair6l adott fogalmakat a

képzetes mennyiségekre is kiterjesztjiik. Latni valo, hogy ezen egyenletbdl: w =u + v+/—1,
ezek is kovetkeznek:
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Aw = Au +Av~/— AW _Au AV\/ W—AW—U'+V' —1,ésdw=du+dv+-1.
CAX AX AX AX

Szoval: Képzetes mennyiséget akarva differentidlni, azzal ugy kell banni mintha realis lenne,
—1-et ugy tekintvén mint dlland6 szorzot. E szabaly természetesen a tovabbi rendi diff.ra

is kiterjed.

Pl w = cosx + sinv/—1

dw = (-sinx + cosx J-1 )dx =w~/—1dx

OTODIK LECKE

Egy valtozandoju reél fliggvények, s azoknak kiilonb6zo rendl differentialjai €s
leszarmazottjai kozt 1étezd viszonyok



§21 Legyenek Ax és Ay egyszeri nagyobbodasai x nek és y = f(x) nek, % osztat hatdra levén
X

neki y’ a leszarmazott, akkor mikor elég kicsiny ugyan oly jegytli lesz mint a hatas y’, azaz
o, I3 e A r . 4 r
pozitiv ha a leszarmazott az, s negativ ha +A—y , Ay és Ax ugyanazon jegytliek levén, y
X
novekedni fog x ndvekedésével, apadni apadasaval; a masodik eset
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esetben ( ha: —%) e kiilonbségek ellenkezd jegyliek levén y nevekedni fog x nek apadasaval;
X

apadni x nek nevekedésével.

19 Corollarium. Tegyiik fel hogy y = f(x) fiiggvény folytonos két adott hatar x, és x kozott, s
hogy a valtozand¢ x, végteleniil lassanként ndveltessék egyik vagy egy hatarrél a masikig,
f(x) nem mehet 4t ndvekedésbdl apadasba, vagy apadasbol novekedésbe a nélkiil, hogy
leszarmazottja f*(x) positivbol negativba, vagy negativbol positivba ne menne at. Meg kell
jegyezni hogy az dtmenetelben a leszarmazott egyszer 0 va lesz, ha folytonos, vagy
végtelenné, ha megsziinvén mindig val6 becscsel birni nem folytonos — (discontinue)
2% Coroll. Tegyiik fel hogy y = f(x) fiiggvény elenyészik a x, becs beletételével; és folytonos
ezen becsnek szomszédsagaban. Lesz

06+ AAXi — %) _ f'(x,)+¢&, vagy f(x,+Ax)=Axf'(x,)+e,, feltéve hogy x, + Ax = x

erosen kicsit kiilonbozik x, tol, akkor
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F(X, + x) — F(x) positiv lesz ha f’(x,) > 0
» 2 , nhegativ lesz, ha £(x,) <0

§22 Legyenek F(x) és f(x) x nek két real fiiggvényei, melyek, valamint leszarmazottjaik is,
folytonosok x €s x + h hatarok kozott; tegyiik fel tovabba, hogy a masodik fiiggvény
leszdrmazottja £*(x) a fennforg6 hatarok kozott mindig egy jegytli (vagy mind +, vagy mind - )
marad, az az, f(x) vagy mind nevekedik vagy mind apad, ekkor a két kiilonbségnek F(x + h) —
F(x), és f( x+ h) — f(x) nek osztata egyenld lesz valamelyikéhez azon becseknek, melyekkel
bir a fenforgo hatarok x és x + h kozt, a leszdrmazottaknak F’(x) és f*(x) nek osztata, vagy 6,
el valamely 1nél kisebb szdmot jelolvén, lesz

F(x+h)—-F(x) F'(x+6h)
f(x+h)—f(x) - f'(x+6h)

Bébizonyitas. Legyen A a legkisebb és B a legnagyobb azon becsek kozt melyekkel % a
X
fenforgd hatarok kozt bir, a két kiilonség l: EX; —A;és l: EX; — B ellenkezd jegytick
(X (X
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Hasonldlag e mas kettd is:
F’(x) - Af(x) és F’(x) - Bf"(x); mert f(x) 4llanddan egy jegyli. Azonban ez utosé két
kiilonbség leszarmazottjai e két fiiggvénynek F(x) — Af(x) és F(x) — Bf(x); tehat e két
fliggvények egyike novekedd, masik apadoé leend, s kovetkezdleg ha abbol mivé e fiiggvények
lesznek, azt mik valanak kivonjuk, az igy kijovo kiilonbségek,
(elébb) (F(x + h) — Af(x+ h)) — F(x) — Af(x) és
(F(x + h) — Bf(x + h)) — F(x) — Bf(x),
(utébb) F(x + h) — F(x) — A(f(x + h) — f(x)) és
F(x + h) — F(x) — B(f(x + h) — f(x)) koziil is egyik positiv, masik negativ leend, és mivel f(x+
h) — f(x) egy mindig ugyanazon jegy( s positiv vagy negativ, e két kiilonbség is:
F(x+h)-F(x) és F(x+h)-F(x) B
f(x+h)—f(x) = f(x+h)—f(x)

F(x+h)—F(x)

Sziikségeskép ellenkezd jegyliek, s kdvetkezdleg
f(x+h)—f(x)

osztat nagyobb levén

20 oldal hata

F'(x)

'

mint A, kisebb mint B, osztatnak legkisebb és legnagyobb becsei kozt fog allani;

Tovabba ha a mint feltevok a leszarmazottak is folytonosok, mialatt x atmegy minden leheto

becsen x t6l x + h ig, ugyan akkor

is minden A és B kozt lehet6 értékeken atmegy, ugy

fV
F(x+h)—F(x)
f(x+h)—f(x)

egyike ezen kozbeeso értékeknek, van tehat x nek egy becse x + 0;h, mely

F(x+h)—F(x) _F'(x+6,h)
f(x+h)y—f(x) ' (x+6,h)

igazolja ez egyenletet

Q.ED.

F(x, +h)—-F(x,) _ F'(x, +6,h) ¢
f(x,+h)—f(x,) f'(x,+6,h)
F(x+h) F'(x+6h)

f(x+h) f'(x+6,h)

2 Coroll. Tegyiik ol hogy e fiiggvényeket nem enyészteti el tobbé az x = x, bocs; De
leszarmazottjaik (a masodikéi x, és X, + h hatarok

1° Coroll. Tevén a fenebbi egyenletben x = X, az lesz s ha

F(x)ét és f(x) ét az x, becs elenyészteti




